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Giáo trình 
TOÁN HỌC CRñO cấp 


TẬP I 
(Sách dùng cho các trường Cao đẳng) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 


LỜI NÓI ĐẦU 


Sinh viên mới vào năm học thứ nhất các trường đại học, cao đẳng thường 
gặp khó khăn do phương pháp đạy, phương pháp học ở bậc học này có nhiều 
điều khác biệt so với ở bậc Trung học. Toán học cao cấp lại là một môn học 
khó với thời lượng lớn của năm thứ nhất các trường đại học,cao đẳng kí 
thuật,.nhằm rèn luyện tư duy khoa học, cung cấp công cụ toán học để sinh 
viên học các môn khoa học Kĩ thuật khác và xây đựng tiềm lực để tiếp tục tự 
học sau này. 


Bộ giáo trình “Toán học cao cấp” này được biên soạn căn cứ vào chương 
trình khung đã được ban hành, và thực tế giảng dạy của hệ cao đẳng của một 
số trường đại học kĩ thuật và căn cứ vào chương trình môn Toán hiện nay 
của các trường Trung học Phổ thông. nhằm giúp cho sinh viên hệ cao đẳng 
học tốt môn học này. 


Do yêu cầu đào tạo hiện nay của hệ cao đẳng, một số phần của toán học cao 
cấp như cấu trúc đại số, dạng toàn phương, tích phân phụ thuộc tham số, tích 
phân ba lớp, tích phân mặt, chuỗi Eourier,... không được đưa vào giáo trình 
này. Những khái niệm toán học cơ bản, những phương pháp cơ bản, những 
kết quả cơ bản của các chương đều được trình bày đầy đủ. Một số định lí 
không được chứng minh, nhưng ý nghĩa của những định lí quan trọng được 
giải thích rõ ràng, nhiều ví dụ mình hoạ được đưa ra. Nhiều ứng dụng của lí 
thuyết vào tính gần đúng được trình bầy ở đây. Riêng với những kiến thức về 
giải tích mà sinh viên được học ở Trung học Phổ thông, giáo trình này chỉ 
nhấc lại một cách hệ thống các điểm chính và trình bày các kiến thức nâng 
cao. Phân câu hỏi ôn tập ở cuối mỗi chương nhằm giúp sinh viên học tập và 
tự kiểm tra kết quả học tập của mình. Làm những bài tập đề ra ở cuối mỗi 
chương sẽ giúp người học hiểu sâu sắc hơn các khái niệm toán học, rèn 
luyện kĩ năng tính toán và khả năng vận dụng các khái niệm ấy. Các bài tập 
đó sẽ được giải trong bộ bài tập kèm theo bộ giáo trình này. 


Bộ giáo trình này được viết thành 2 tập và là công trình tập thể của ba nhà 
giáo: Nguyễn Đình Trí (chủ biên), L£ Trọng Vinh và Dương Thủy Vỹ. Ông 
Lê Trọng Vinh viết các chương I, II, IV, V. Ông Dương Thủy Vỹ viết các 
chương II, VI, VHI; IX. Ông Nguyễn Đình Trí viết các chương VI, X, XI. 


Khi xây dựng để cương cho bộ giáo trình này cũng như khí biên soạn giáo 
trình, chúng tôi đã tham khảo kinh nghiệm của nhiều, nhà giáo đã giảng dạy 
nhiều năm môn Toán học cao cấp cho hệ cao đẳng các trường đại học kĩ 
thuật. Chúng tôi xin chân thành cảm ơn các bạn đồng nghiệp đã đọc bản 
thảo và cho nhiều ý kiến quý báu. 

Bộ giáo trình này được viết lần đầu, chắc không tránh hết được những khiếm 
khuyết. Chúng tôi chân thành cảm ơn mọi ý kiến đóng góp của bạn đọc. Thư 
ốp ý xin gửi về Công t¡ Cổ phần Sách Đại học - Dạy nghề, 25 Hàn Thuyên, 
Hà Nội 
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CHƯƠNG I. TẬP HỢP VÀ ÁNH XẠ - SỐ THỰC VÀ 
SỐ PHỨC 
MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương I dành để ôn tập và bổ sung những kiến thức về tập hợp và ánh xạ, 
về số thực đã được học ở bậc Trung học Phổ thông, trình bày những kiến 
thức cơ bản về số phức, các phép tính về số phức. 


Sinh viên cần hiểu Kĩ các kiến thức đó, làm quen với số phức, làm tính thành 
thạo đối với các số phức, biết sử dụng dạng lượng giác của số phức. 


§1. NHẮC LẠI VỀ MỆNH ĐỀ TOÁN HỌC VÀ KÍ HIỆU LÔGIC 
.1.1. Mệnh đề toán học 


Mệnh đề toán học là một khẳng định toán học chỉ có thể đúng hoặc sai, 
không thể vừa đúng vừa sai, vừa không đúng vừa không sai. 


Ví dụ 1: 2 < 4 là mệnh đề toán học đúng; 
5 >7 là mệnh đề toán học sai. 
1.2. Kí hiệu lôgïc 
Trong suy diễn toán học, người ta dùng các kí hiệu sau: 
Giả sử có hai mệnh đề A và B. 
e Kí hiệu A — B đọc là “từ mệnh để A suy ra mệnh đề B”. 
e Kí hiệu A «> B đọc là “mệnh để A tương đương với mệnh đề B”. Điều đó 
có nghĩa là A = B, đồng thời B ® A. 
e Nếu A = B thì ta nói A là điều kiện đủ để có B, còn B là điều kiện cần có 
được từ A. Nếu A © B thì A là điều kiện cần và đủ của B, đồng thời B cũng 
là điều kiện cần và đủ của A. 


Ví dụ 2: Điều kiện cần và đủ để phương trình bậc hai: ax?+bx+c=0(a#0) 
có hai nghiệm thực phân biệt là A = bỶ — 4ac > 0, Ta viết: 


[phương trình: ax + bx+c=0(a #0) có bai nghiệm thực phân biệt] 
«>b- đac >0. 

e Kí hiệu : = đọc là “được định nghĩa là”. 

e Kí hiệu Vx đọc là “với mọi x”. 

e Kí hiệu 3 y đọc là “tồn tại y”. 


Ví dụ 3: Vx ta đều có x”+x+ 1>0; 3y để y`-5y+4=0. 


§2. TẬP HỢP 
2.1. Tập hợp và các phân tử của tập hợp 
Tập hợp là một khái niệm nguyên thuỷ, không được định nghĩa cũng như đối 
với các khái niệm điểm, đường, mặt. Ta thường nói tập hợp sinh viên của 
một lớp, tập hợp các điểm trong hình tròn có bán kính đơn vị,... Như vậy, tập 
hợp bao gồm các đối tượng có chung một tính chất nào đó. Mỗi đối tượng 
trong tập hợp gọi là một phần tử của tập hợp. 
Người ta thường dùng các chữ hoa như Á, B, C, ... để chỉ các tập hợp và các 
chữ thường như x, y, 2, t,... để chỉ các phần tử của tập hợp. 
Nếu x là phần tử của tập hợp A, ta kí hiệu xe A (đọc là “x thuộc A"). Nếu y 
không phải là phần tử của tập hợp B, ta kí hiệu y £ B (đọc là “y không thuộc Bì). 
Tập hợp gồm một số hữu hạn phần tử gọi là tập hợp hữu hạn. Người ta cho 
một tập hợp hữu hạn bằng cách liệt kê các phần tử của nó. Tập hợp gồm vô 
số phần tử gọi là rập hợp vô hạn. Tập hợp không có phần tử nào gọi là rập 
rỗng (tập trống), kí hiệu là Ø. 


Nếu A là tập hợp gồm những phần tử x có tính chất ⁄, ta viết: A = {x|x có 


tính chất ‹}. 


Ví đự 1: A = {x|x?— 1 = 0} đọc là “A là tập hợp các số x sao cho x?— 1 = 0°, 
Đó chính là tập hợp hữu hạn {—I; 1]. 

Các tập hợp thường gặp trong toán học là: 

Ñ = {0, 1,2, ...} là tập hợp các số tự nhiên. 

Ñ =(L,2, 3,...} là tập hợp các số nguyên đương. 


Z,= {0, +1, +2,... } là tập hợp các số nguyên. 


Q= (Ê{ p.q Z, q0} là tập hợp các số hữu tỉ. 

q 
TE là tập hợp các số thực. 
RỶ = x e R| x0} là tập hợp các số thực khác không. 
1, = {x e R| x>0} là tập hợp các số thực không âm. 
E_ = {x e T| x <0} là tập hợp các số thực không dương. 


Tập hợp vô hạn được gọi là đếm được nếu có thể đánh số các phần tử của nó 
theo thứ tự tự nhiên. Trong trường hợp trái lại, tập hợp được gọi là không đếm 


được. Các tập hợp Ñ, Ñ', Z, Q là những tập hợp đếm được. Chẳng hạn, ta có thể 


đánh số các phần tử của Z (tập hợp các số nguyên) theo các mũi tên như sau? 


0 > 1 2 3 
4 Z + Z” 3} Z 
-l _2 —3 


Các tập hợp IR, R”, R,, R_ là những tập hợp không đếm được. 
2.2. Tập hợp con. Tập hợp bằng nhau 


Cho hai tập hợp A và B. Nếu mọi phần tử của A đều là phần tử của B, ta nói 
rằng A là tập hợp con của B, hay A bao hàm trong B, hay tập hợp B chứa tập 
hợp A, kí hiệu A C B hay B2 A. 


Như vậy, ta cũng có A CA, 

Với các tập hợp đã liệt kê ở trên, tacó NCÑC ZcCQCB. 

Ta quy ước : Tập hợp rỗng là tập hợp con của mọi tập hợp. 

Hai tập hợp A và B gọi là bằng nhau nếu A C B và BC A, kí hiệu : A = B. 
2.3. Các phép toán về tập hợp 


Để dễ hình dung tập hợp và các phần tử của nó, 

người ta thường dùng cách biểu diễn hình học, xem 

mỗi phần tử của tập hợp là một điểm nằm trong một 

hình phẳng giới hạn bởi một đường cong kín, gọi là 

biểu đồ Ven (hình I.1). Hình 1.1 

2.3.1. Phép hợp 

Hợp của hai tập hợp A và B là tập hợp gồm những phần tử thuộc tập hợp A, 
hoặc tập hợp B, kí hiệu A L) B. 


AUB=(x|xe A hoặc A «B} (hình 1.2). 


Phép hợp các tập hợp có các tính chất sau: 





AU(BUO)=(A UB) UC (tính chất kết hợp); 


A UB=BUA (tính chất giao hoán). Hình 1.2 


2.3.2. Phép giao 
Giao của hai tập hợp A và B là tập hợp gồm những phần tử vừa thuộc A vừa 
thuộc B, kí hiệu A 0 B. 
AnB=({x|x e A và x c B} (hình 1.3). $ 
Phép giao của các tập hợp có các tính chất sau : 
An(Bn@=(AnB)ncC:; Hình 1.3 
AnB=BnAa. 
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Hai phép toán trên được liên hệ với nhau bởi luật phân phối : 
AU(BnQ@=(AUB)n(AUC); 
Af(BUO@=(AnB)U(An©.. 

2.3.3. Phép trừ 


những phần tử thuộc tập hợp A nhưng không thuộc 


Hiệu của tập hợp A và tập hợp B là tập hợp gồm Š 
tập hợp B, kí hiệu A XB, 


AXB=(x|xeA,x #B) (hình 1.4). Hình 1.4 


2.3.4. Táp hợp bù (phần bù) 


Xét tập hợp E, A là tập hợp con của E. Tập hợp bù của A trong E là tập hợp 
E\A,kíhiệu A, A=E\XA. (hình 1.5). 


Như vậy AcCE=E-A=A=A. 





Ví dụ 2: A =lx|x”-3x+2=0) ={L2]; 
B= {x|x?+4xT—- 5=0} = [— 5.1]. Hình 1.5 
Khi đó AUB=({-5,1,2!AnB=Í{lJ; 


AXB=(2),(AUB)VA={—-5}. 
2.4. Tích đề - các của các tập hợp 


Tích đề - các của hai tập hợp A và B là tập hợp tất cả các cặp (a, b),a e A,b e B 
theo thứ tự a trước b sau, kí hiệu À x B, 

AxB= |(a,b)|a e A, b e BỊ. 
Ví dụ 3. Nếu A = [1,2),B= {5, x} thì A x B= {(, 5), (1, x), @Ó, 5), (2, x)]. 
Nếu A = Bthì A xB=A x A, kí hiệu A”. 


Nếu A, = A;=...= À,= Athì A,xAzx...xÁ„ =AxAx..xA, kí hiệu A". 
-E co á Ni lÓIGEh) 


nlần 


Chú ý: Tích đề-các của hai tập hợp không có tính chất giao hoán : A x Bz Bx A. 


II 


§3. ÁNH XẠ 
3.1. Các định nghĩa 


Định nghĩal. Cho hai tập hợp X ,Y khác Ø. Ta BỌI ánh xạ ƒ từ X vào Y là 
một quy luật cho ứng với mỗi phần tử xe X một và chỉ một phần tử 
y€ Y, kí hiệu: f:X->Y,xr+ y=f@). 


X được gọi là ráp hợp nguồn, Y được Bọi là tập hợp đích. Phân tử y được gọi 
là ảnh của x và x được gọi là nghịch ảnh của y. 


Định nghĩa 2. Nếu A C X thì tập hợp các ảnh qua ánh Xạ Ÿ của tất cả các 
phần tử x e A gọi là ảnh của tập hợp A qua f, kí hiệu f{A). Vậy 
fA)= Iyly=f(@), xe A], 
Định nghĩa 3. Nếu B c Y thì tập hợp [xe X |f(x) = ye BỊ 
ĐỌI là nghịch ảnh của tập hợp B trong ánh xạ f, kí hiệu là f—!(B), 
Ví dụ 1: Chof: lR —3 Ñ,, x ¿+ y = Ñx) = x), Đó là một ánh xạ vì với mỗi x e IR, 


ta được một và chỉ một y = x?, 


f(A) 





Hình 1.6 Hình 1.7 


Nếu A =[~l,2] CC Eth fA)= |y ly=x? x ce[-I,2]]= [0. 4]C 'R, (hình 1.6). 
Nếu B=[1, 2]C RE, thì fˆ'B)= [x|x e R;x?c [1.2])={x|x elR, 1 <x <2) 


=Íxl~vV2<x<~I}UlsE1<x< v2}=[-⁄2,—1]U[t,V2] (hình 1.7). 
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3.2. Đơn ánh, toàn ánh, song ánh 
Định nghĩa 4. Cho ánh xạ f: X —› Y, 


L) Ánh xạ Ÿ gọi là đơn ánh nếu: Vxụ, X; CX, xị # x; — f(X,) # f(x;), điều đó 
tương đương với: Vx,,x;e X, f(x,) = f(x;) = Xi=X¿. l 


2) Ánh xa f gọi là toàn ánh nếu f(X) = Y, điều đó có nghĩa là với mọi y cY, tồn 
tại ít nhất một phần tử x e X sao cho y = f(x). Khi đó, ta nói rằng f: X — Y là 
ánh xạ từ X /én Y. 


3) Ánh xạ gọi là song ánh nếu nó vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh. 
Mô tả hình học của đơn ánh, toàn ánh, song ánh được cho ở hình 1.8. 
đơn ánh toàn ánh Song ánh 
Hình 1.8 
Ví dụ 2: Cho ánh xạ f: IR —› lR, xác định bởi x  f(x) = xÌ+ 1. 


Nếu f(x,) = f(x;) hay x?‡+l= xi +], ta SUY ra XỶ = Xì, VẬY X,= X¿. Do đó, 
f là đơn ánh. 


Lấy bất kì y  IR, phương trình f(x) = xÌ + ! = y hay xÌ + I —y=Ucó 
nghiệm x= Wy-I. 

Vậy 3x=Ÿy-IelR để f(x) =xŸ+1=(8Ủy—1)°+1=y hay f là toán ánh. 

f vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh nên f là song ánh. 

Ví dụ 3: Cho ánh xạ f : R —> R, xác định bởi x 2 f(x) = xẺ. 


Nếu f(x,) = f(x;) hay xƒ = xý, ta suy ra (X,— X;)( Xị + X;) = 0 hay Xị = X; và 
I y Xị 


Xị =—x;. Vậy f không phải là đơn ánh. 
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Lấy bất kì ye l§, phương trình x? = y chỉ có nghiệm x= +jy ,„ khi y> 09. 
Vậy f cũng không phải là toàn ánh. 
Tuy nhiên, ánh xạ £: IR -> Ñ, xác định bởi x + xỶ là toàn ánh vWyeR, 
(y >0), ta luôn có X= + để cho xỶ = y. 
Lại xét ánh xạ £: lR, —> IR, xác định bởi x + x?. Rõ ràng ánh xạ ấy là một 
song ánh. 
3.3. Ánh xạ ngược của một song ánh 
Giả sử f: X — Y là một song ánh. Khi đó, mỗi phần tử x e X có một ảnh 
xác định f(x) e Y. Ngược lại, mỗi phần tử ý € Y có một và chỉ một nghịch 
ảnh x e X. Vì vậy, song ánh f từ X lên Y là một 
phép tương ứng 1 — ! hai chiều giữa X và Y. Ánh xạ 
biến y e Y thành x e X sao cho f(x) = y gọi là ánh P 
xạ ngược của song ánh f, kÍ hiệu là fˆ', Vậy £ ' là \ 
một ánh xạ từ Y lên X, nó cũng là một song ánh (hình 1.9). Hình 1.9 
Ví dụ 4: Ánh xạ f: IR —> JR xác định bởi x  f(Œ) = xỶ + I là một song ánh 
(xem ví dụ 2). Nó có ánh xạ ngược f—, đó là: 

fˆ!:TR —>R xác định bởi y > ÿyT—l - 


Ví dụ 5 : Xét ánh xạ : IE? —y xác định bởi : 
(x, y)— fŒ&, y) = (3x + 2y, 7X + 5y). 


Giả sử f(ụ, y,) = f2, y2), tức là: 


(3x,+ 2y, 7TXị† 5y) =(3⁄;¿+ 2y›, TA;+ 5V). 


... J3Xc+2W =3x;+2Y¿ 3(x¿—x;)+2Œ¡ ~Y;)=0 
Khi đó a 
7xị tŠy: = TX¿ +5Y¿ 7(x¡—X;)}+ 50! —y;)=09. 


Nghiệm của hệ phương trình đó là x,— xạ = Ú. ÿị ~ Y: = Ô- Vậy X,= X;i Y¡ =Ÿ> 
Do đó (x,, y,)= ;. y›). Suy ra f là một đơn ánh từ IŸ vào I#Ẻ. 
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Lấy (u, v) c IR”, cần chỉ ra tồn tại cặp (x, y) sao cho : 


.|3x+2y= 
f(x, y) = (3x + 2y, 7x + 5y) = (u,v)>—> cúc l 
7x+5y =V. 
cx š Vì xà hờ ` „ JX=5u-2v 

Giải hệ phương trình đó đối với x, y, ta được một nghiệm duy nhất 

y=3v-—7u. 

Vậy f là một toàn ánh từ JRỶ lên IR?. Do f vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh nên 
là một song ánh . Do đó, nó có ánh xạ ngược f”' xác định bởi : 

(u, v)> f~”(u, v) = (5u ~ 2v, 3v — 7u). 


Chú thích: Nếu f: X —> Y là một đơn ánh thì f là một song ánh từ X lên f(X). 
Vì vậy, tồn tại ánh xạ ngược f”' : fŒXQ —> X. 


3.4. Tích (hợp) của hai ánh xạ 


Cho ba tập hợp X, Y, Z và hai ánh xạ f: X —> Y; g: Y —> Z. Như vậy, ứng với 
mỗi phần tử x e X, có một và chỉ một phần tử y = f(x) e Yvà ứng với mỗi 
phần tử y e Y, có một và chỉ một phần tử z = g(y) e Z. Như vậy, ứng với 
mỗi phần tử x  X, qua trung gian y, có một và chỉ một phần tử z = g(y) = 
s[f(x)] e Z. Ánh xạ từ X tới Z xác định bởi: x e X > z= gÏf(x)]s Z. 


Gọi là (ích (hay hợp) của các ánh xạ f và g, kí hiệu là go f. Vậy g of: X —> 2, 
x>(pgsf(x) = g[f(x)] (hình 1.10). 


Ví dụ 6: Cho †: JR —» [—L, I]: xe sinx; : _ 
g:R->(0,+ œ), xo €F, 
Ta có (go f(%) = g[f&)] =e*"*; gof 
(fo g)œ&) = f[g@)] = sỉn e`. Hình 1.10 
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§4. SỐ THỤC 


4.1. Khái niệm về số thực 
Ta biết rằng số hữu tỉ là số có dạng b ; trong đó p, q e Z, q z 0. Mọi số hữu 
q 


tỉ đều có thể viết được dưới đạng số thập phân hữu hạn, hay số thập phân vô 


hạn tuần hoàn. Chẳng hạn : 


b2|— 


=0,5; 3 = 0,333333333.... = 0,3). 


Ngoài các số thập phân vô hạn tuần hoàn, ta còn gặp những số thập phân vô 
hạn không tuần hoàn như các số : 


x=3,1415926...; /2 = I,4142136... V3 = I,718281825... 


Các số thập phân vô hạn không tuần hoàn gọi là các số vỏ rỉ. Như vậy, số vô 
tỉ là những số không viết được dưới dạng tỉ số của hai số nguyên. 


Tập hợp tất cả các số hữu tỉ và vô tỉ Bọi là tập hợp các số ?hực, kí hiệu là IR, 


4.2. Trục số thực 

Người ta thường biểu điễn các số thực trên một đường thẳng, trên đó đã chọn 
một điểm O làm gốc, một chiều dương và một đơn vị đài (hình 1.1 1). Mỗi 
điểm M trên đường thẳng đó được ứng với số thực a bằng độ dài đại số của 
vectơ OM. Đảo lại, nếu cho trước một số thực a, ta tìm được một điểm duy 
nhất M trên đường thẳng sao cho độ dài đại số của vectơ OM bằng a. Như 
Vậy, giữa tập hợp các số thực IR và tập hợp các điểm trên đường thẳng có một 
phép tương ứng một - một hai chiều, Đường 

thẳng đó gọi là sục số thực. Ta dùng kí hiệu M@&) 


Là ? gia “ 2% 2 22 ¬——-———> 
M(x) để chỉ điểm M ứng với số thực x. 0 1 X 


4.3. Khoảng, đoạn, khoảng vô hạn Hình 1.11 


Sau đây là các tập hợp số thực thường gặp. Giả sử a, b là hai số thực, a < b. 


l6 


a%%, 
0 2 
sự 


' ng 
kó 


{x €lR|a< x< bỊ được kí hiệu là (a, b), gọi là một khoảng mở, 

{xe R[a<x< bị} được kí hiệu là [a, b], gọi là một khoảng đóng hay đoạn. 
{x eTR|a<x < b} được kí hiệu là (a, bỊ. 

(xeRla< x<b] được kí hiệu là [a, b). 

{x e R|x < a} được kí hiệu là (~ eo, a). 


(x e R|x< a} được kí hiệu là (~ œ, a]. 





{x « R|x >a} được kí hiệu là (a, + eo), 





{x c R|x >a} được kí hiệu là [a, + œ). 
Còn R =(_ œ, +eo), 


Các khoảng (~ «, a), (~ œ, a], (a, +œ), [a, +2), (—oo, +øo) là những khoảng 
vô hạn. 


4.4. Giá trị tuyệt đối 
Số thực x có thể là dương, âm hay bằng 0. Người ta gọi trị số tuyệt đối của 


số thực x là một số, kí hiệu là |x|, được xác định như sau: 


M(x) 0 X 
<---|x|~~-> 
Chẳng hạn, |7| = 7; |~ 5| = 5. Hình I.I2 


Ixị x nếu x>0 
X|= 
—X nếu x<(0, 


Nếu số thực x biểu diễn điểm M trên trục số thì số |x| là độ dài hình học của 
đoạn ÔM (hình 1.12). 
Giả sử a là một số thực dương. Nếu số thực x biểu diễn điểm M trên trục số 


thì bất đẳng thức |x| < a chứng tỏ rằng khoảng cách hình học từ gốc O tới M 
nhỏ hơn a. Vậy: |x| < aœ —-a<xa, 


Một cách tổng quát : |x~ xuj|<a€©x,—a<x<xX¿+a. 
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x8) 
Siêu 
0g 


4.5. Các tính chất của giá trị tuyệt đối 
Ix+yl< la|+ ly|; 


|x—y|> ]x| ~ |y|; 











Ixy| = ||.|y|; 
lạ -M VỚI y # Ô; 
vị |y| 

|x'[= |x|". 


Bạn đọc tự chứng minh các công thức này. 
§5. SỐ PHỨC 


Nếu chỉ tính toán với các số thực thì những phương trình đại số như phương 
trình XỶ + 1 = O hay x” = —1 vô nghiệm vì bình phương của mọi số thực đều 
không âm. Vì vậy, cần phải xây dựng những số mới sao cho số thực là 
trường hợp riêng của những số mới và các phương trình đại số đều có 
nghiệm. Những số mới đó là số phức. 


5.1. Các định nghĩa 


Người ta gọi đơn vị đo là số ¡ thoả mãn đẳng thức ¡? = —1. Như vậy, phương 
trình x? = —1 có hai nghiệm x = ¡ và ä = —i, 


Người ta gọi số phức là số có dạng z= a + ¡b, (1) 
trong đó a, b e TR, a gọi là phân thực của số phức z, kí hiệu là Rez, b gọi là 
phần ảo của z, kí hiệu là Imz, 


Nếu b=0, ta có z = a c IR. Vậy số thực là trường hợp riêng của số phức. 


Nếu a =0, ta có z= ¡b. Ta nói z = ib là một số ảo thuân tuý. 


Nếu a= b=O, ta viết z = O. 


Tập hợp tất cả các số phức được kí hiệu là C. Vậy IR C €. 
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Hai số phức z, = a, + ibj; z¿ = â; + ib, gọi là bằng nhau nếu a, = a; và b, = bạ, 
kí hiệu là z, = z¿. 

Nếu z=a + ib thì -a — ¡b gọi là số phức đối của z, kí hiệu là —z, còn a — ib 
gọi là số phức liên hợp của z, kí hiệu là Z. Chẳng hạn, nếu z = 3 + 5ï thì 
—#=-3— 5l; Z =3 - 5ï, 


5.2. Các phép tính về số phức 
Š.2.1. Phép cộng các số phức 


Cho hai số phức z, = a, + ib,; z = â; + ib;. Người ta gọi tổng của hai số phức Z¡ 
và z„ là số phức, kí hiệu là z, + 7;, xác định bởi z, + z; = (a; + a,) + i(bị +b;¿), 


Từ đó suy ra các tính chất sau: 
3) (¡+ Z;¿) + Zy = z, + (Z¿ + Z;) (tính chất kết hợp); 
b}Z¡ + Z2 = Z, + z¡ (tính chất giao hoán); 
€)z+0=z; 
đ)Z¡— 7; =z¡ +”). 
Chẳng hạn, nếu z, = 3 - 4i, z; = ~ 2 + 7i thì : 
Zt+7Z2=(3-2)+i(4+7)=>l+3i; 
Z¡—Z = Q3 ~ 4U) + (2 ~ 7D) = 5 — LIi. 
3.2.2. phép nhân các số phức 


Tích của hai số phức z, = a, + ib, và z; = 8; + ¡b; là số phức có được bằng 
cách nhân chúng như nhân hai nhị thức thông thường với chú ý ¡? = —I, kí 
hiệu là z,. z; „ 


Z¡.Z; = (ai + Ibị).(A; + ïb;) = ay(a; + by) + tbi(a;¿ + ïbạ) 
= aia; + iaib; + ibịa; + Í?b,b, 
= aiâ; — bịB; + i(a,b;+ azb,). 


Nếu z, = z= z thì z.z được kí hiệu là z”, Còn zz........z được kí hiệu là z". 


niän 


Phép nhân số phức có các tính chất sau: 

A) (Z\.Z;).Z4 = z¡.(Z;.Z;) (tính chất kết hợp). 

b) z¡.Z¿ = Z;.Z¡ (tính chất giao hoán). 

€)z.l=z. 

q) Nếu z z 0 thì tổn tại số phức, kí hiệu là z” ' sao cho z.z ' = 1. Số phức z ! 
gọi là số nghịch đảo của z. 


Thật vậy, giả sử z = a + ïb z 0, tức là a? + b? # 0. Ta cần tìm số phức z' = x + iy 


Sao cho z.z Ì = 1, hay (a + ib)(x + iy) = I © ax ~ Dy + Í(ay + bx) = Ï +0. 


Hai số phức bằng nhau khi phần thực của chúng bằng nhau và phần ảo của 
Ax-by=l 


chúng bằng nhau. Do đó: 
bx +ay =0. 


Giải hệ hai phương trình đó, ta được một nghiệm duy nhất 





=b " a .„b 
X =———, =-———-~- Vậ 7= = 
a +b2 Ta 2p: TỶ 4a °+b2 a?+b? 





Chú thích: Trong thực hành, ta có thể tính z”! = ` bằng cách nhân tử số 
a+ 


và mẫu số với (a = ib), ta được z'!=„—_Š—Í9 —__a-lb _ a-Íb 
(a+IbXa-ib) aˆ-ifb a“ˆ+bˆ 
e) “t =2! (z; #0). 
2 


Š.3. Các ví dụ 
Ví đụ  : Tìm các số thực x, y sao cho (I + 20x +(3~ 5y = 1— 31. 
Giới. Do x, y 6 TR nên phương trình đã cho có thể viết: 


x+3y +i(2xT- 5y)= [— 3i. 





VÝ dụ ?: Tính A = &~ 1—ñ) &— 1+0 &+1+@+1—b, 


Giải. (X~1~Ð(K~1+)=(%~ ĐT =(X~D2+1=x?— 2x +2; 


(x+l+j)œx+l-j= (x+1)°-i?=x?+2x+2 
=Á=(ŒÝ+2-~ 2x)@ˆ +2 + 2x) = (x2 + 2)? — 4x? 


=xXÍ+4x?+4— 4x? =x'!+4, 














2ï 
Yí dự 3: Tìm phần thực và phần ảo của số phức A = Chờ) 
1-3 
_ 312i _ @+2Ð(+3i) _ -—2V3)+i2+3/3) 
Giải. A=~——= = 5 
I-3i_ (1~430(+3i I-(V3i} 
_đ- 23)+i2+3/3) _ 3~ 24. ¡2+33 
1+3 4 4 7 
Vậy ReA 3T V, HmA= 2t, 


Ví dụ 4: Cho z = a + ¡b. Tính z!, 

Giải. z` = (a + 1b)! = a*+ 4a*jb + 6a°äb}`+ 4aGb)? + (ibỳ! 
=aÌ+ 4a°bi — 6a?b?— 4ablï + b 
=( a'“— 6a?b?+ b') + 4ab(a?— bộ). 


Chú ý rằng: ¡ =~ 1;j*=-— j;j!~ Ị, 


Vf dụ 5 : Tính A = + ĐẺ 
q-Ð? 
y8 s7 :\16 ;vI6 
Giải, A +) +) (+j) _ +) =-Lq+i5 





Œ-Ð'd+Ð” [d-pd+pƑ', d-£ 2 


=g[u+0]'=69! -a£~a, 
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Š.4. Dạng lượng giác của số phức 

$.4.1. Mặt phẳng phức 
Vì số phức z = a + ib ứng với cặp số thực (a, b) nên ta 
có thể biểu diễn nó bởi điểm M trong mặt phẳng toa 
độ Oxy sao cho M có toạ độ (a, b). Số phức z gọi là Hình 1.13 
toa vị của điểm M. Như vậy, ta được một song ánh 





giữa tập hợp tất cả các số phức Œ và mặt phẳng toạ độ Oxy. Ta gọi mặt 
phẳng đó là mặt phẳng phức (hình l.13). 

Những điểm trên trục Ox là ảnh của các số phức có dạng z = a e nên trục 
Óx gọi là trục thực. Những điểm trên trục Oy là ảnh của những số phức có 
dạng z = ¡b, đó là những số phức thuần tuý ảo, nên trục Oy gọi là rực do. 
3.4.2. Dạng lượng giác của số phức 

Giả sử M là ảnh của số phức z trong mặt phẳng phức. 


Nếu z z 0 thì M không trùng với gốc O, vectơ OM 
hoàn toàn xác định. Đặt: 





p=OM; 9=(Ox,OM), Hình 1.14 


p là một số dương gọi là môđun của z„ kí hiệu là | z | ; 
9 là góc định hướng mà vectơ OM làm với trục Ôx, nó MEYh xác định sai 
khác 2km, k e Z và được gọi là zgumen của z 
(hình 1.14). 
Nếu z có môđun p và agumen Ð thì Z có 
môđun p và agumen -9, còn -z có môđun p 
và agumen 9 + zr (hình 1.15). 
Từ hình 1.14 ta suy ra : 

a= p cosÐÔ, b= p sin0, Hình 1.15 





Do đó, số phức z = a + ib có thể viết được dưới đạng z = p(cosÐ + isin8). 
(1.2) 
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Đó là dạng lượng giác của số phức. Cồn dạng (1. 1) gọi là dạng chính tác. 
Nếu z= 0 thì M trùng với O, ta có p = Ú, agumen 8 của nó tuỳ ý. 


Cũng từ hình 1.14, ta suy ra : 


0= a?+bẺ; IS: 
a 


(1. 3) 
ạ . Xi b Ñ 
Trong khoảng |0; 27t) có hai góc @¡, t?› thoả mãn tgọ, =tg@; = — . Chọn @ là 
: à 
một trong hai góc đó sao cho sino cùng dấu với b. Khi đó 8=o@+2kn. 


Ví dụ 6 : Cho z= 1+Al3i, tạ có a = l¡ b=2/3,vậy p=v1+3=2; tgọ=A3. 


: › Ản Ẫ „4 
Trong khoảng [Ô; 2£), phương trình tg@ =A/3 có hai nghiệm ' và tà Vì 


sin >0 cùng dấu với b= 3 nên @= - Vậy dạng lượng giác của z là 


z=2(cosE+isin—). 
3 3 
Ví dụ7: Cho z=1—3i. Ta có a = 1, b=-V3, vậy p=2; tgọ =3. Do 
đó . hoặc @ = s Ta chọn Ni vì snỄ <0 cùng đấu với 


b= s5 . Vậy 2=2(60x5 iinŠT). 


Ví dụ 8 : Cho z = ~ Z1. Ta có a =— 27, b = Ö, vậy p=|(-27) =21, số phức 


này nằm trên phía âm của trục thực nên @ = 7. Vậy z= 27(COSTt +  sinn). 
Ví dụ 9; Cho z = 3i. Ta có a = 0, b = 3,p= 3. Số phức này nằm trên phía 


dương của trục ảo nên @= 2: Vậy z= %cos2 + sin2) : 


Ví dụ 10 : Cho z=3(cos5 +isin 7Ð). Ta có p=3 = 


2 





KH 
“ủy, 


3/2 


3 - 
Vậy s=pcoso= ĐỂ, b= pino~ ÖÝ2, Vậy #5 gì ). 


3.4.3. Pháp nhân và phép chía các số phức dưới dạng lượng giác 
Cho z, = p,(cosọ, + isino,); z; = pz(COS@; + isino;). Ta có 
Z¡:Z2 = ÐịÐ; (CoS@, + isin@,)(cos@; + ISin@;) = 
= piP; Í(Cos@,coS0› — sin,sino,) + l(Cos@,sinp; + cos@;sino,)} 
— Z¡Z = DIÐ; [COS(@, + 0;) + isin(@, + @¿)}. Œ. 4) 


Vậy tích của hai số phức dưới dạng lượng giác là số phức có môđun bằng 
tích các môđun và agurnen bằng tổng các agumen, 


h . Z “ Â 2z : › VÀ R 
Gọi z là số thương -—L với z;¿ # 0, tức là p; # 0. Gọi R và œ là môđun và 


!% 
agumen của z. Vì z,= Z.z; nên ta có p, = R.p; và @,;=0œ+Q@, 


Do đó R =PL và œ= @¡ — 0¿. 
P› 


Vậy thương của hai số phức là số phức có môđun bằng thương các môđun và 
agumen bằng hiệu các agumen. 


Z Š 
—"=Ÿ! [cos(@, ~ @;) + ïsin(0, —@; ]. (. 35) 
2; Pạ 
Đặc biệt nếu z = p(cos@ + isine), p z 0 thì 
IẠNG:: dc 
z ===—[cos(~@) + isin(~@)}. ql. 6) 
zZp 
Ví đụ 11: Cho z, =1+ 3i, z; =1~—2Í3i. Trong các ví dụ 6 và 7, ta đã thấy 
TL T 5t... 5m 
=2(cos—+isin—), z„=2(€os——+isin=—). 
 Xoàn 1 TU, Z¿=2( = 1sin 3) 


Do đó, theo các công thức (1. 4) và (1. 5), ta có: 
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5 
Z¡.Z2 = 4e + Eh +Ì sinC + SỊ = 4(cos27r+¡ sin 27t) = 4; 


5 
m = cos~=")+ isinC _ = so”) +isinC=S) 


2n... 2n | : 
= Vuận boy = _ _ 3) : 
3.4.4. Luỹ thừa của số phức ở dạng lượng giác. Công thức ÄMoivre 
Cho z = p(coso + ¡ sin). Theo(l.4) ta có 
z? = p(cos20 +  sin2@}; 
z`=z2.z= p°(cos3o + ¡ sin3o). 

Tổng quát:  zˆ= p*{cosno + ¡ sinne). 
Đặc biệt nếu p = l, z = cos@ + isino, thì Vn e Ñ, ta có 


z` = (cos@ + ï sine)” = cosn@ + isinno. (. 7) 


Công thức (I. 7) gọi là công thức Moivre. Ta có thể dùng công thức đó để 
tính cosnx và sinnx theo cosx và sinx. 


Ví dụ 12: Cho z = l ~2A/3¡. Tính z°, z!2. 
Giải. Ta có z— 2(eosST +isin — (xem ví dụ 7), do đó : 


z¬= 2P(eos2+ ljgSSy = 18 day SE ý tia) ¡ 
3 3 3 3 


z2 =2!2 |-suz.5+iingz.25, = 2'*(cos20x + ¡ sin 20m) = 2!ˆ. 


Ví dụ 13 : Hãy biểu diễn cos3x, sin3x theo sinx và cosx. 


Giải. Theo công thức Moivre ta có 
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€OS3X + isin3x = (cosx + isinx}? = 
= coSÌx + 3CoS?X.isinx + 3cosx(isinx)? + (isinx)? 
= (coSÌx — 3cosx.sin2x) + i(3cos°xsinx — sin°x), 
Vậy: 
COS3X = COSÌx — 3cosxsin2x = cos3x — 3cosX(1 — cos?x) = 4cos”x — 3cosx: 


* 


Sin3x = 3cos”xsinx ~ sinŸx = 3(1 — Sin x)sinx - sin°x = 3sinx — 4sin`x. 


Ví dự 14: Chứng minh rằng: (1 +ï)" = 2 (cos== +isin =_ : 


Giải. Đặt Z=1+Ï= V2 eos( + [sin.), Tạ có z" =2” (eos “+ isin—”), 


Ví ấu 15: Tính các tổng : Š=COSX + C0S2X +... + cosnx; 
T=sinx + sin2x +... + sinnx. 
Giải. Ta có 
S+ÏT=(cosx + ISinX) + (cos2x + ISII2X) +... + (Cosnx + 1sinnx). 


Đặt c0sE+ isin2 =œ. Khi đó œk co +isin, Vậy 


2n 

h œ I1 

S+iT=dœ?+d#+...+ 2n =ơ'——= 
œ“ —l 


tiới œ"(œ"=œ ") =ạmt g`—=œ 


TT: 9 





d(œ—œ") h œ—d 


h 1 





n = cos(~2)+ isin-2) 
€OS— +isin— 
n2 2 


=ơœ"= | 2) +i sn5)| = 
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Ko 











cos(—=) + isin— 5) = cos> — isin , 
ụ¿ 2 
Do đó œ—œ Ì=2isin^, œ"~e"" =2isin^... 
2 X 
, T 
§In — x X 
Thế vào (*), ta được S+ïT = 2 [eosn+bễxiimnxDE | 
sinh 2 2 
2 
¬".. ._ TIX 
sin—— # sin—— : 
=S5= .C€os(n+l)—, T= 2 .sin(n+l)—. 
sin— sin— 2 
2 2 


3.4.5. Khai căn số phức 
Người ta gọi căn bậc m của số phức z (m e Ñ) là số phức Š sao cho £° = z, 
Giả sử z = p(cos@ + isino) và É = r(cosœ + ¡ sinơ) là một căn bậc m của z. 
Vì É” = z, ta có {r(cosœ + isinơ)}” =p(cos@ + isino)}. 
Áp dụng công thức Moivre, ta được : 

r”(cosmơ + isinmơœ) = p (cosọ + isin@) 


="=p,mơ = @+ 2km, k € Z. 


(+2km 





Vậy r='tfp, œ= ,ke#Z. 


Cho k= 0, 1,2..., m ~ 1, ta được m giá trị khác nhau của œ. Cho k = m, 
m + l,..., 2m — 1, các giá trị trên của œ lại được lặp lại. Vậy ta được m căn 
bậc m của z (chúng có cùng môđun): 


NỨz = [e1 iu 8 | k=0,1,.„m~l. (1. 8 
m m 





Ảnh của chúng là các đỉnh của một đa giác đều m cạnh. 
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Ví đụ 16: Tính ŸI, 5 


Giải, Ta có I = cos2kx + isin2kz, 


$ 
Do đó Ÿ1 = cos KT in 2km, 

3 3 
Cho k =0, 1,2, ta được: É = cos 0 + isin 0 = 1; 52 

Hình 1.16 
G, =cos^ +ian 2-1 X3,, 
3 3 2 2 
Ì. 8 


4n... 4n : 
Š; =c0S——+isin“==-~ ~ _ Ea Di 
' 3 3 2 2 


Ảnh của chúng được cho trên hình 1.16, 


Ví dự 17: Cho z=V/3 —¡. Tính Ứz. 


Giải. Viết lại z dưới đạng lượng giác. Ta có p = 4⁄3 =2,tgÔ0= _: 


Ầ 
5 lln „. $ 1 lln 1n 
Hai ÓC —— và —— đều có tan bằng —-——. Ta chọn =——, VÌ sin——<0, 
8 6 6 lẽ Dáng W3 0n @ 6 6 


cùng dấu với b = —], Vậy z= 2|eos T5, 2km)+i sínC^ + 2km] : 


Do đó theo (1. 8) 


#8 Ti 2 


= W2co q _.e xi kế q _ 
: ITị 
Ví dụ 18: Tính s Ẵ 
ï VI+3i 
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XÀ 
sấ 


Giải. Đặt z, = 1 —¡, z¿ =1+ 3i. Viết z¡, z¿ dưới dạng lượng giác: 


Z¡ =1/2(c64 1 lận Thị: Z2 = 2(cos—+isin”). 
4 4 3 3 





z [ TL TL an 1 1 17T l7m 
Do đó “L=——=| cos(—— +isin——~—) |= cos +isin——). 
2 3Ì tg' Su P) /` 12 2) 





Theo công thức (1. 7), ta được: 


1i ] | Ta +2kn the, 
6 = coS +isin—“————— 
{I+ Vi t2 6 6 


17+24k ... ,l7+24k 
OCC—T— WEflBiNC- ñ 








l 
Ví dụ I9: Giải phương trình bậc hai x? + x + 1 = 0. 
Giải. Ta có A= 1—4= ~3 = 3 = VlA =+V3i, 


Chú ý rằng A là số phức, nó có hai căn bậc hai. Vậy 





=1+3i —1~ãi 
Xị = › Xa = ——. 
2 2 
Tổng quát, nếu phương trình bậc hai ax? + bx + c = 0 (a # 0) có biệt thức 
~b+ix— “h-iwd=A 
A =bỶ~ 4ac <0, nó có hai nghiệm phức: x, = — = — 
a ả 


Đó là hai số phức liên hợp với nhau. 
Ví dụ 20: Giải phương trình x”— (2 + i)x + (—L + 7Ù = 0. 
Giải. Ta có. A = (2 + Đ' T Á—I +70 =4+4i+i?+ 4— 28i = 7 — 24i = 


=l6 - 24i —9= 16 - 24i + 9 = (4 -— 3i. 





(t0+(~30 _à . _@1+Ð-@4-3) _ 


VẬY Ai 2 ? 2 


-l+2i. 
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5.4.6. Phân tích da thức với hệ số thực thành thừa số 


Trong đại số cao cấp, người ta đã chứng minh được rằng mọi đa thức P„(x) 
bậc n (> 1) đều có n nghiệm thực hay phức, đơn hay bội, mỗi nghiệm bội 
bậc m (< n) được tính m lần, đa thức ấy có thể phân tích thành tích của n 
thừa số bậc nhất P,(x) = a,(x — À))X — À2¿)...(XT— Aj), (. 9) 


trong đó a, là hệ số đầu của đa thức; ^„,..., À„ là các số thực hay phức. Bây 
giờ, ta chứng minh định lí sau. 


Định lí 1.1. Mọi đa thức P„(x) bậc n (> 1) với hệ số thực đều có thể phân tích 
thành tích của các thừa số bậc nhất và bậc hai 


P.@X) = a,(X — Xị)...(X — Xi)” + pịx + q,)...@ + px + q), (. 10) 


trong đó xị,..., x, là các nghiệm thực của P,(x), các tam thức bậc hai đều có 
hệ số thực nhưng không có nghiệm thực, k + 2/ = n. 


Chứng mình : Giả sử ta có P,(X) = aX” + a XU +, + a,X + 8, 


trong đó a, e R, j = 0,1,....n, a, # 0. 


Nếu z¡ =a, + Ìb¡, Z¿ = a; + Ìb, thì Z¡ =a, —ib,, z¿ =a; —ib,, do đó: 
Z¡ +2; =(A +ây)—Í(b, +bạ) =2, +2, 
5y = (aiä; — bịb„)— i(aib„ +azbi) =Z¡.Z2, 


P2) = A,Z” tân jZ” + „..+aiZ +aụ= 








=ânZ” +ây j2””” +. + a¡Z + ao = Pạ (2). 
Vì vậy, nếu P,(€) = 0 thì ta cũng có P,(Š) = 0, tức là nếu € là nghiệm của đa 
thức P,(x) thì Š cũng là nghiệm của đa thức ấy. 


Giả sử đa thức P,(x) có k nghiệm thực X¡,..., X, Và Ï cặp nghiệm phức liên hợp 
EbB iu b2 0ý k+ 2! =n. Theo công thức (I. 9) ta có 
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P,Œ)=a„(X—xi)..Œ—Xy)( 6) =Š¡)..Œ =6) -Š&,). 
Nhưng (x—£,)\&—Š,)=x? =(& +§)x+kk 


là một tam thức bậc hai với hệ số thực, vì É, đan =2Re(6,)elR và tam thức 
ấy không có nghiệm thực, chỉ có hai nghiệm phức liên hợp, nó có dạng: 
x” + px + dụ, với pị —4q, <0. 
Vậy P¿(x) = a,(x — X))...(X — X)GŒ + pix + qi)..@Ÿ + px + Qì). 
Ví dụ 21: Phân tích đa thức P(x) = x”— 3x” + 3x" — 3x” + 3x? — 3x + 2 
thành thừa số với hệ số thực. 


Giải. Dễ dàng thấy rằng x = Ì và x = 2 là 2 nghiệm đơn của P(x). Chia P(œ) 
cho (x — 1) (x — 2), ta được 


P(x) =(x— D(x— 2)X®+ x?+ 1) =(x— 1) — 2) + 2x7 + 1 — X”) 
=(x~ 1)@&~2){@2+ DĐŸ~ x?}= œ— 1)œ& ~2)Œ + x+ 1Œ? x + 1). 
Ví đụ 22: Giải phương trình x*—2A/3x° + 5x? =2\3x+4=0. 
Giải. Ta biến đổi 
x*—2/3x) +5x? ~2A/3x+4= (xế +x?)+(4x? + 4)—2N3(x + x)= 
= x22 +1)+4() +0)~—2/3xŒœˆ + = (62 + D2 ~243x +4) =0. 
Do đó x°+l=0=>x=*¡; 


x2~23x+4=0—>x=3+i. 
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CẤU HOI ÔN TẬP 
1. Thế nào là tập hợp đếm được và tập hợp không đếm được? Hãy tìm cách mộ 
tả tập hợp số nguyên Z = {0, #1, +2,...} để khẳng định Z là tập hợp đếm được. 


2. Thế nào là luật phân phối của ba tập hợp A, B, C? Hãy mô tả luật đó bằng 
biểu đồ Ven. 

3. Ánh xạ là gì ? Thế nào là đơn ánh, toàn ánh, song ánh? Cho ví dụ. 

4. Trị tuyệt đối của số thực là gì ? Hãy chứng mính các tính chất của giá trị 
tuyệt đối. 

Š. Định nghĩa đơn vị ảo, số phức, phần thực và phần ảo của số phức. 


6. Nếu x e IR thì |x| là gì? Nếu x là số phức thì |x| là gì ? 


7. Nếu x e R,, ta có #⁄x. Nếu x là số phức ta cũng có WN. Các căn số đó 


khác nhau như thế nào? 
8. Các mệnh đề sau đúng hay sai ? 


a) Ánh xạ F: IR —> IR, xe x” là một toàn ánh. 
b) Ánh xạ f: JR —> IR, x —¬ x? là một đơn ánh. 
c) va+b=va+xvb với mọi a>0,b> 0. 
d) va.b =va.vb với mọi a >0, b> 0, 


e) va” =a với mọi số thực a. 


p3^-„ Í°> với mọi số a >0. 
b Ýb 


B) 7.7 > 0 với mọi số phức z. 


h) Nếu z¡ = a, + ibạ, Z7; = a; + ib,, thì Z¡.7¿ = a¡.a; + ID,.bạ. 


¡) Ÿ32+0i =2. 
|z+1-i| 


J) Tập hợp các số phức z thoả mãn đẳng thức b=1-2ï = l là đường thẳng 
z—1~2i 


đi qua hai điểm —I + í và 1 + 2i. 
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BÀI TẬP 


1. Tìm tập hợp các nghiệm thực của các phương trình và bất phương trình 
sau và biểu diễn chúng trên trục số. 


a) x— 4x +3 =0; b) xẺ— 4x+3>0; 
c)x—-4x+3<0; đ)x~x+l=0; 
eẴ)x—=x+l>0; x —x+l<0. 


Gọi các tập hợp nghiệm tương ứng là A, B, C, D, E, F. Tìm AUB: An B; 


AUC;AnC. 


2. Cho A = {1, 2, 3]; B= {2, 3, 4). Hãy viết tất cả các phần tử của tích 
đề - các A x B. 


3. Cho A = (x|I < x<2);B= {y|2< y< 3). Hãy biểu diễn hình học tích 


đề - các A x B lên mặt phẳng toa độ. 

4. Trong các ánh xạ sau, ánh xạ nào là đơn ánh, toàn ánh, song ánh? Nếu là 
song ánh hãy tìm ánh xạ ngược. 

a)f: R>jÑ,xe+x+7. 

b)f: —>R,x¬ x?+2x— 3. 

€)f: [4, 9]c I§R — [21, 96] C ]R, x — x?+ 2x — 3. 

d)f: R —>R, x ¬ 3x — 2|XỊ. 

e) f:R—R),x>e*”'(R} =R, \{6)). 

g)? Ñ->Ñ, x x(x + Ì). 


2x 
l+x 





5. a) Cho ánh xạ f: lR —> ïR xác định bởi x —› f(x) = RẺ 


Nó có phải là đơn ánh, toàn ánh không? Tìm ảnh f(R). 
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b) Cho g: R` ~> RE” (R” =R\ (01); x> g(x) =L, Tìm fsg, 
X 


6. Cho ánh xạf: E-~> F; A, B là hai tập con của E. 
4) Chứng mình rằng nếu A œ B => f(A) c f(Œ). 


b) Nếu f là đơn ánh thì f(A f1 B) = f(A) U f(®). 


7. Cho a, b,c, đ © Z và ad — be = 1 (Z là tập số nguyên), f: Z2 —› Z2 


(x, y) > (ax + by, cx + dy). Chứng minh rằng f là song ánh, tìm f”, 


8. Tìm tất cả các số hữu tỉ x, sao cho y =⁄x°+x+3 là số hữu tỉ. 
9. Chứng minh rằng V2 là số vô tỉ, từ đó chứng minh số v2 ++/3 cũng là 
SỐ VÔ tỈ. 
10. Giải các bất phương trình: 
a)|2x—3|< l; b)(x— 2) >4; 
c)x`+2x-8<0; đ)|x”~ 7x +12|>x?— 7x + 12. 
11. Tìm x, y, z, t là các số thực thoả mãn hệ: 


(l+¡)x+(+20Ðy+(1+3))z+(1+4l)t =1+5ï 
(3—1)x+(4—2i)y +(I+1)2z + 4it =2—i. 


12. Tính : a)(1+ 20); b)(1+ 2Ð” — (1 ~ 20. 
13. Thực hiện phép tính: 
_ l+itgœ. : (+20?~(-Ð 

1—itgd ` (3+27-(2+0? ` 


14. Tìm x, y e € (tập các số phức) là nghiệm của hệ : 


: (3~i)x+(4+2i)y=2+6¡ - b (2+x+@-0y=6 
(4+2i0)x—(2+3i)y=5+4i) (3+2i)x+(3—2i)y =8. 
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ng. 


=2 3 
15. Tính : a) [- + 28) : b) Ề + :ở] - 
⁄¿ 2 2 2 


16. Giải các phương trình bằng cách biến đổi vế trái vẻ tích của hai nhân 
thức bậc hai với hệ số thực hoặc phức : 


a) xỶ + 6xÌ + 9x? + 100 =0; b) x'+ 2x?— 24x +72 =0, 


17. Đưa về dạng lượng giác các số phức sau: 





a4) l—iy b) I+i3; ©) -l+i3; 
đ-1-i⁄3; e)1—-i3; 8) 21; h) ~3. 
18. Tìm biểu diễn hình học của các số phức z thoả mãn: 
a)|z|<2; b)|z—i|<t; €)|z—1—i|<1. 
⁄ 20 _. 
19. Tính: a) (1+ ï}*; b) (#2) ; c) (-#=} : 
-i 
20. Cho `. "ẽ..- 
2 ` 2 2 


Tính ø} +ø2,neNÑ. 


21. Tính : a) Ÿ2-— 2ï; b) ‡-4. 


l+t I~i 
22. Tính : a) s : b) s——>. 
{v3-i ¿in 


23. a) Tính cos5x, sin6x theo sinx và cosx. 





b) Biểu diễn sin'x, cos”x theo sin, và cosin của các góc bội của x. 
24. Tính tổng : 4) I=C2+C?—Có+,.; 


bị C;—C)+Cj—C7 +... 
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25. Giải các phương trình sau trên tập C: 


4) x°~(I+iN3)x~I+iV3=0; — b)x'~6x+9=0; 
€)xÌ+ 6x” + 30x + 25 = 0; d) x°—2xÌ+ 2x” + 4x — 8 =0; 
©)x”+ 2xÌ~ 2x? + 6x - 15 =0, 

ĐÁP SỐ 
124) {1;3];b)C®; 1D (3;+œ); e)[1; 3]; d) Ø: Đ)(~ œ© ; +); 
ÐØ, AC B= Cø; +); A A B= Ø; A2 C= [1,3]; AaC=[I,3J. 
2.12): (2,2); (3, 2); (1, 3); (2, 3); (2, 4); (3, 2); 3, 3); @, 4]. 
4. a) Đơn ánh, toàn ánh, song ánh, f "(y) = y ~ 7, 
b) Không đơn ánh, không toàn ánh, không có ánh xạ ngược. 


€) Đơn ánh, toàn ánh, song ánh, fˆ'(y)=—1+ \4+y. 


y y>0 
d) Đơn ánh, toàn ánh, song ánh, f(y)=41 
: y y<0. 


©) Đơn ánh, toàn ánh, song ánh, f '(y) = Iny - I. 

£) Không, 

5. a) Không phải đơn ánh hay toàn ánh: f(R) = [~1, I]; b)fag=f. 

10.a) l<x<2; b)x>4;x<(0; c€)-4<x<2; đ)3<x<4. 

11.x=-~2; NT, z=2; tế nh, 
2 2 


12. a) !17 + 44i; b) — 76i. 
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13, a) cos2œ + Isin2œ; b) 


14. Tìm các số phức x; y: 


a)x=l+liy=i b)x=2+l, y=2-!. 
15.a) ——————; b)l. 
) 5 ) 


16. a) (x?— 2x + 5)(x? + 8x + 20) =0 => 1+2i;—4+21. 


b) (x? - 4x + 6)(x) + 4x + 12)=0— 2+i/2; -2 + 22. 


17. a) ⁄2 si vn : b) 2 cos+isin= h 
4 4 3 3 
€) đem xin H d) 3e viin : 
3 3 3 3 


e) 2S tán y g)2 coyŠ +isin | h) 3(cos7 + ¡ sin z). 
3 3 2 2 


18. a) Tất cả các điểm trong của hình tròn tâm O, bán kính r = 2. 
b) Các điểm trong hình tròn tâm (0; 1), bán kính r = 1. 


c) Các điểm trong hình tròn tâm (1; 1), bán kính r = 1. 








19.4) 22(1 + ï); b) 22-iX3); c) (2—3). 
20. 2cos"", 
3 
- ID DMT veaJ 3 si /1 2, E3, 
21.a) —l+i; +———i, —— _- 1. 
2 2 2 2 
b)l+i;l—tl-l+b-l+li. 








| 24k+5Š ... 24k+5 
22.8) Tự COS %6 7t + Isin TLỀ. 
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1 24k+~l7 .. 24k+l7 
b) =4cos———r + isin^————y\, 

t2 72 72 
23.4) cos5x = cos”x — 10cos'xsin°x + 5cosxsin'x; 
Cos6x = 6cos”xsinx — 20cos`xsinŸx + 6eosxsinŸx. 


Šzid3©c cos4x — 4cos2x +3 : 
8 
COS5X + 5CoS3x + IŨcos x 
16 


cos” x= 





n n 
24. Xét (+ ï)" = a) 22 co ¡ b) 2°sin=. 





25.a) xi= 


E41. .v3-3Ì 1-43 ,V3+1 
= 2Xã= +Ì : 


TS II ĐI“ 


38 


_g 


CHƯƠNG II. HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ - GIỚI HẠN 
VÀ LIÊN TỤC - ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN 


MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương này nhằm ôn tập, hệ thống hoá và nâng cao các kiến thức về hàm số 
một biến số, về giới hạn của dãy số, giới hạn của hàm số, tính liên tục và 
gián đoạn của hàm số, đạo hàm và vi phân của hàm số một biển số. 


Sinh viên cần nắm vững một cách có hệ thống kiến thức đó, sử dụng linh 
hoạt các kiến thức đó trong tính giới hạn của hàm số, khảo sát tính liên tục 
của hàm số, tính đạo hàm và vi phân, hiểu ý nghĩa hình học cũng như ý 
nghĩa thực tiễn của đạo hàm và vi phân. 


§1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 


1.1. Định nghĩa hàm số một biến số 
Cho X là một tập hợp khác rỗng của ÏR. Người ta gọi ánh xạ f: X -> lR, x => f(x), 


là hàm số một biến số xác định trên tập hợp X, trong đó x gọi là biến số độc 


lập, y gọi là biến số phụ thuộc hay hàm số của x, X gọi là miền xác định của 
hàm số f, tập hợp f(X) = {y e R |y =fx), Vxe X] gọi là miền giá rrị của Ï. 
Nếu người ta cho hàm số một biến số bởi biểu thức y = f(x) mà không nói gì 


về miền xác định của nó thì miền xác định của hàm số được hiểu là tập hợp 
những điểm x sao cho biểu thức có nghĩa. 


Ví dụ 1: Hàm số y = 2x? — 4x + 6 xác định với mọi x e lR. 


Vì y=2(x~ 1+ 4> 4 nên miền giá trị của y là khoảng vô hạn [4, + %). 


39 


Ví dụ 2: Hàm số y = v\ .. x? xác định khi : 1~x>0©lx|<le>-1<x«<]. 
Miền giá trị của hàm số là đoạn [0, 1]. 


1.2. Đồ thị của hàm số một biến số 
Giả sử hàm số y = f(x) có miền xác định là X c=R. Ứng với giá trị xạ e X, ta 


được giá trị y„ = f(xu) của hàm SỐ. Gọi Mụ là điểm có toạ độ (Xạ, y¿) trong 
một hệ trục toạ độ đề - các vuông góc. Cho Xụ biến thiên trên tập hợp xác 
định X, điểm M, biến thiên theo và tạo nên một đường Cong trong mặt phẳng 
toạ độ Oxy, gọi là đồ thị của hàm số y = f{x). Tóm lại, đồ thị của hàm số 
y =fx) là tập hợp những điểm có tọa độ thoả mãn hệ thức y = f(x). Đồ thị 
của hàm số y = f(x) có thể là một tập hợp rời rạc các điểm, cũng có thể gồm 
một số cung liên, 


xỶ nếu x<0 
Ví đụ 3: Đồ thị của hàm số Y=jJx nếu 0<x<] 


KIÊN 
~ IiIẾU x>] 
2 





được cho ở hình 2. 1, Hình 2.1 
1.3. Hàm số đơn điệu - Hàm số chăn, hàm số lẻ - Hàm số tuần hoàn 
1.3.1. Hàm số đơn điệu 
Hàm số f(x) gọi là tăng (hay đồng biến) trong khoảng (a, b) nếu : 
VXị, X; € (a, b), XI<X;¿ SẾX,))< fx;) 
là tăng ngặt trong (a, b) nếu: VĂI, X; € (a, b), X.<x; => fxj)< fQGx¿). 
Hàm số f(x) gọi là giảm (hay nghịch biến) trong khoảng (a, b) nếu : 
VX¡, X; € (a, b),xi<x; => fqx,)> Ẩ(x,); 


là giảm ngặt trong khoảng (a, b) nếu: VXỊ, X; € (a, b), X,< X; => Í(XJ) > f(x¿). 
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,Q' 


Hàm số f(x) gọi là đơn điệu trong khoảng (a, b) nếu nó tăng hoặc giảm trong 
khoảng ấy. : 


Đồ thị của hàm số tăng là một đường đi lên từ trái sang phải (hình 2.2a). 


Đồ thị của hàm số giảm là một đường đi xuống từ trái sang phải (hình 2.20). 





Hình 2.2 
1.3.2. Hàm số chắn, hàm số lẻ 
Hàm số f(x) xác định trong khoảng (~, 7) gọi là chẵn nếu: 
Vx € Si, ),f(—x) = f(x) 
và gọi là ểnếu : Vx e (~!, Ð, f(~x) = ~f(x). 


Đồ thị của hàm số chắn nhận trục Oy làm trục đối xứng (hình 2.3), đồ thị 
của hàm số lẻ nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng (hình 2.4). 





Hình 2.3 Hình 2.4 


1.3.3. Hàm số tuần hoàn 
Hàm số f(x) gọi là tuần hoàn nếu tôn tại số thực p # 0 sao cho : 


fx +p) =f(&) Œ) 
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với mọi x thuộc tập xác định của nó. Số p đương nhỏ nhất sao cho đẳng thức (*) 
được thoả mãn gọi là c#w kì của hàm số. Nếu biết đồ thị của hàm số đó trong 
một khoảng có độ dài p thì chỉ cần thực hiện những phép tịnh tiến theo vectơ 
(kp, 0), k e Z để được toàn bộ đồ thị của nó (hình 2.5). 





a-p S| a a+p a+2p x 
Hình 2.5 


Ví dụ 4: a) Hàm số f(x) = x'— 2x? + 5 xác định Vx c lR, là hàm số chẵn vì : 


Vx €ÏR, f(—x) = (—x) - 2(-x) + 5 = x'— 2x? + 5 = f(x). 


b) Hàm số g(x) =ln1 — xác định khi >0 và x # Ï| tức là khi ~l < x< 1. 
=—= 


TeeóV xe <1, D#€s)<=I81P Sebd T5)? «se, 
l+x l—x l—x 
Vậy g(x) là hàm số lẻ. 


©) Hàm số h(x) = cosx xác định Vx c IR, là hàm số chăn và tuần hoàn chu 
kì 2n. 


@) Hàm số k(x) = 5sin3x xác định Vx e IE, là hàm số lẻ và tuần hoàn chu kì Km 


1.4. Hàm số hợp 


Giả sử y = f(x) là hàm số của biến số u, đồng thời u = g(x) là hàm số của 
biến số x. Khi đó. y = f(u) = f{g(x) Hà hàm số hợp của biến số độc lập x 
thông qua biến số trung gian u, kí hiệu: (f ø g){x) = f{g(x)}. 

Miền xác định của hàm số hợp f o g là tập hợp những x sao cho g(x) thuộc 
miền xác định của x. 
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Ví dụ 5 : Cho y = f(u) = sinu, u = g(x) = x? ~ 4x + 5. Vì f(u) xác định vu e ÏR, 
nên hàm số hợp y = (fe g)(x) = f(g(x)} = sin@ˆ — 4x + 5) xác định Vx e R. 


Chủ thích: 


1) Giả sử cả hai hàm số f và g đều xác định Vx e ïR. Nói chung ta có 
VxeR,(fsg)(x) “(go Ð(Œ). 


Chẳng hạn, nếu f(x) = arccosx, g(x) = e* + [, thì: 
(fo g)(%) = f[g(x)] = arccos(e" + l) 
(gsÐŒ) = gif@))} =e” "+ l, 
2) Cũng có thể định nghĩa hợp của ba hàm số hoặc nhiều hơn. Chẳng hạn, 
(fsge h)(x) = f(g(h(@))). 


1.5, Hàm số ngược 
Giả sử y = f(x) là một hàm số xác định, đơn điệu trên tập hợp X  R. Khi đó, † 


là một song ánh từ X lên f(Œ): = Y (xem chú thích mục 3.3 chương ï). Do đó, 
mỗi phần tử y e Y đều là ánh của một phần tử duy nhất x e X. Quy tắc cho ứng 
với mỗi phần tử y e Y, một phần tử duy nhất x e X gọi là hàm số ngược của f 
và được kí hiệu là f'. Vậy fˆ là một hàm số xác định trên Y = f(X), lấy giá trị 
trong X. Ánh xạ f! : Y —› X cũng là một song ánh. Như vậy, 


y=fŒ%x) œx=f'4y). 


Do đó, đồ thị của hai hàm số y = f(x) và x = f'(y) trong cùng một hệ toạ độ 
trùng nhau. Nhưng thông thường, ta vẫn dùng x để chỉ biến số độc lập và y để 
chỉ biến số phụ thuộc. Vì vậy, ta viết hàm số ngược của f(x) là 


f?: xe y=f!œ), 
Lúc đó, điểm (a, b) nằm trên đồ thị của f khi và chỉ khi điểm (b, a) nằm trên 


đồ thị của f'. Hai điểm (a, b) và (b, a) đối xứng với nhau qua đường 
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phân giác thứ nhất (hình 2.6). Vì vậy, đồ thị của hai hàm số f và fˆ đối xứng 
với nhau qua đường phân giác thứ nhất (hình 2.7). 
ý : 





Hình 2.6 Hình 2.7 
Ví đụ 6 : Hàm số f: x —› x? + 1 tăng ngặt trên RR,, nó là một song ánh từ lR, 
lên khoảng [I, +œ) C 1. Do đó, nó có hàm số y=x2+1 
ngược f'":; [1,+œ) —> ÏR, xác định bởi : 


y=x'+l«©x=dy-I. 


Đổi vai trò của x và y, ta được 
y=f '(x)=Xx-I. 


Đồ thị của các hàm số f(x) và f `{x) được cho ở 
hình 2.8. Hình 2.8 





§2. PHÂN LOẠI HÀM SỐ 


2.1, Các hàm số sơ cấp cơ bản 


2.1.1. Hàm số luỹ thừa: y = x” (œ e Rì. 
Miền xác định phụ thuộc vào œ. Chẳng hạn, nếu œ c Ñ, hàm số xác định 


trên Ì§. Nếu œ nguyên âm, hàm số xác định trên Ñ \ {0}. Nếu thì 
p 
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hàm số xác định trên IR, nếu p c Ñ”, p chắn và xác định trên ÏR nếu p e Ñ”,p 
lẻ. Nếu œ là số vô tỉ thì quy ước chỉ xét hàm số tại mọi x > 0. 


Đồ thị của hàm số y = x" luôn đi qua điểm (1, I) và đi qua gốc toạ độ nếu 
œ > 0, không đi qua gốc tọa độ nếu œ < 0 (hình 2.9). 


2.1.2. Hàm số mũ : y = a" (a >0; a # ]) 


Số a gọi là cơ số của hàm số mũ. Hàm số 





y = ä” xác định trên toàn R và lấy giá trị 
dương. Nếu a > I hàm số y = a` tăng, 
nếu a < l hàm số y = a* giảm . Đồ thị 
của hàm số y = a* được cho ở hình 2.10. 


† 





Trong các hàm số mũ, hàm số y = e* 


Hình 2.9 


với e là một số vô tỉ, có giá trị bằng 
2,71 8281827 ..., có vai trò quan trọng. 





Hình 2.10 


2.1.3. Hàm số Lôgari y = log.x (a >0; a # 1) 
Vì hàm số mũ xác định và đơn điệu trên ÏR (nó tăng nếu a > 1, giảm nếu a < l) 
nên nó là một song ánh từ ï§ lên Rj.. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là 


x = log,y. Đổi vai trò của x và y, ta được : y = log,x (đọc là lôgarit cơ số a 


của x). Hàm số đó là một song ánh từ IR} lên IR. Đồ thị của nó được Suy ra 
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từ đồ thị của hàm số mũ y = a” bằng phép lấy đối xứng qua đường phân giác 
thứ nhất (hình 2.11). 

Từ đó, ta suy ra rằng: Hàm số y=logx 

xác định khi x > 0, tăng nếu a > l, giảm nếu Y†| y- log,x (a< 1) 

a< 1,log,a= I,log 1 =0. 


à Aý XS 1/2 se v, y=loqax (a> 1) 
Hàm số log,x có các tính chất sau : : 






log,(x,x;) = log,x, + log,x; (Xị>Ú; x;> 0) ; 
S 


ba "ï log; xị —log, x; (x, >0, x; >0); 
X¿ 


log,(X) = œlog.x (x > 0); 
b=a*° (b > 0); 


log, b= Sếc P (a>0;azl;b>0;c>0,c#l) — Hình21I 
Ơ; 


ca 


Chủ thích: Lôgarit cơ số 10 của x còn gọi là lôgarit thập phân của x, kí hiệu 
là Igx; lôgarit cơ số e của x gọi là lôgarit tự nhiên của x, kí hiệu là Inx. 


2.1.5. Các hàm số lượng giác 


® Hàm số y = sinx xác định Vx e R, lấy mọi giá trị trên đoạn [—l, I] là hàm 
số lẻ, tuần hoàn chu kì 2x. 
® Hàm số y = cosx xác định Vx e R, lấy mọi giá trị trên đoạn [~ 1, 1], là 


hàm số chắn tuần hoàn với chu kì 2z. 

® Hàm số y = tgx xác định trên It\ {(2k + 1) n k € Z), lấy mọi giá trị trên 
R, là hàm số lẻ, tuần hoàn chu kì m, 

s Hàm số y = cotgx xác định trên IR \ {km, k e Z}, lấy mọi giá trị trên IR, là 


hàm số lẻ, tuần hoàn chu kì 7. 
Hình 2.12 cho ta thấy đồ thị của các hàm số lượng giác. 


46 








Hình 2.12 


2.1.5. Hàm số lượng giác ngược 


e Hàm số y = arcsinx 
Hàm số y = sinx xác định trên toàn JR, nhưng không đơn điệu trên l. Nó 
tăng trên đoạn I-š5| và là một song ánh từ |-š;] lên đoạn [ - I:I]. 


Do đó nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arcsinx (đọc là ac-sin-x, có nghĩa 


là cung có sin bằng x). Hàm số y = arcsinx có miền xác định là đoạn [— 1; I], 


có miền giá trị là đoạn I-33] và là một hàm số tăng. Như vậy : 
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s.. n[ 3 
ârc Sin—=—; arcsin| ——— |=——. 
2 6 5 


Đồ thị của hàm số y = arcsinx cho ở hình 2.13. 


Mị= 





y =arcsinx 





y =arccosx 





Hình 2.13 Hình 2.14 


® Hàm số y = arccosx 


Hàm số y_= cosx giảm trên đoạn [0, œ ] và là một song ánh từ đoạn [0, z: ] 
lên đoạn [— 1, 1]. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arccosx (đọc là 
ac-cos-x, có nghĩa là cung có cosin bằng x). Hàm số y = arecosx có miền 


xác định là đoạn [ ~ 1, I], có miền giá trị là đoạn [0, r ] và là một hàm giảm. 


v2 \_3m. 


Ta cÓ arccos— = —; accos| -—— |=——. 
2.3 2 4 


Hình 2.14 cho ta đồ thị của hàm số y = arccosx. 


® Hàm Số y = arCtgx 
Hàm số y = tgx tăng trên khoảng =5. 2)A là một song ánh từ khoảng mở 
(-7.5) lên lR. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arctgx (đọc là ac- 


tang-x, có nghĩa là cung có tang bằng x). 
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TA 
tha» 
„® 


Hàm số y = arctgx có miền xác định là ïR và miền giá trị là khoảng mở 


(-š-3). Đó là một hàm số tăng. Đồ thị của nó được cho bởi hình 2.15. 






y = arccotgx 





Hình 2.15 Hình 2.16 
e Hàm số y = arccotgx 
Hàm số y = cotgx giảm trên khoảng (0, œ) và là một song ánh từ khoảng 
(0, x) lên ÏR. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arccotgx (đọc là ac- 
cotang-x, có nghĩa là cung có côtang bằng x). Hàm số y = arccotgx có miền 
xác định là IR, miền giá trị là khoảng mở (0; x) và là một hàm số giảm. Đồ 
thị của nó được cho ở hình 2. l6. 
2.2. Hàm số sơ cấp 
Người ta gọi hàm số sơ cấp là những hầm số được tạo thành bởi một số hữu 
hạn các phép cộng, trừ, nhân, chia, phép lập hàm số hợp đối với những hàm 
SỐ sơ cấp cơ bản. 
Ví dụ : y = ax + b, ÿ = aX? + bx +C, y=log,(x+vx +1), 


> | SE bùi + arctg(2x +3) là những hàm số sơ cấp. 
~ xỉ 





Các hàm số sơ cấp được chia làm hai loại. 

2.2.1. Hàm số đại số 

Hàm số đại số là những hàm số mà khi tính giá trị của nó ta chỉ phải làm 
một số hữu hạn các phép tính cộng, trừ, nhân, chia và luỹ thừa với số mũ hữu 
tỉ. Trong các hàm số đại số có: 
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® Các đa thức bậc n(n e Ñ) 


P,(X) = a,X” + a,_¡X"” +... + ax+aua elR,i=0,1,..,n, a, # 0, 





s Các hàm số hữu tỉ y= 


m , trong đó P,() và Q,(x) là những đa thức 
X 


m 


bậc n và m. 


® Các hàm số vô tỉ là những hàm số đại số không hữu tỉ, chẳng hạn: 
$ 
2x+3ì 
,y= với 
l+x x-¬l 


Hầm số siêu việt là những hàm số sơ cấp không là hàm số đại số như: 


¬ 
Ị 
> 








y= 


bở 


2.2.2. Hàm số siêu việt 
Và cà ni tu can, Tra" IgVl+x 


§3. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 
3.1. Các định nghĩa về đãy số 
® Người ta gọi đấy số là một tập hợp số viết theo một thứ tự xác định : 
{XI X4 Xuzs Xó k3, 
Để chỉ đãy số đó, ta thường dùng kí hiệu Tu hay gọn hơn x„}. 
Trong §3 này, ta chỉ xét các đấy số thực. Như vậy, dãy số thực là một ánh xạ 
f từ Ñ vào IR, f(1)= Xị, 2) = x¿.... fín) = Xe 


30 4.THCC-T1-B 


. 
„® 


b){(—IPẺ}={T 1,1T L1,{— D⁄,..} 


› › n L2 3 n 
c){n}={1,4,9,..,n”,...}; đ =4; —: Ta vn 
Đa Ì "th b 34 n+I } 


Dãy số {x„} gọi là tăng nếu x„< x„..,, Và 6 Ñ), gọi là giểm nếu X, > Xu„i› 





vneÑ. 
Trong ví dụ 1, đấy a) là đãy số giảm, đãy c) là dãy số tăng. Dãy SỐ tăng và 
đãy số giảm được gọi là dãy số đơn điệu. 


e Dãy số [x„} gọi là bị chấn trên nếu tôn tại một số M sao cho x„ < M,VneNÑ; 


gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại một số m sao cho x„ > m, VneÑ; gọi là bị 
chặn nếu nó vừa bị chặn trên, vừa bị chặn dưới. 

Ví dụ 2 : Trong ví dụ l : 

Dãy a) là dãy số giảm, nó bị chặn dưới bởi 0 và bị chặn trên bởi 1; 

Dãy b) không phải là dãy số đơn điệu, nó bị chặn dưới bởi —l và bị chặn trên 
bởi l; 


Dãy c) là dãy số tăng, nó bị chặn dưới bởi l nhưng không bị chặn trên, nó 
không bị chặn; 


Dãy đ) là dãy số tăng, nó bị chặn dưới bởi 0 và bị chặn trên bởi 1. 
3.2. Giới hạn của dãy số 


Trở lại dãy đ) của ví dụ 1. Biểu diễn hình học của nó được cho ở hình 2. L7. 


X. Xs X;X: 
————— —— a—ễễễ>—-.- 
0 1.2.9 4. 1 x 

2 3 45 

Hình 2.17 


Ta nhận thấy rằng khi n càng lớn thì x, càng gần 1, tức là khoảng cách |x„ — lÌ 
càng nhỏ, nó có thể nhỏ bao nhiêu cũng được miễn là n đủ lớn. 
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sẽ 
= 
j& 


Ta nói rằng đãy {x„} gần tới I (hay có giới hạn là 1) khi n dần tới vô cùng. 
Ta có định nghĩa sau: 


Định nghĩa. Số a gọi là giới hạn của dãy số {x,} nếu với mọi số e dương bé tuỳ 
ý cho trước, tồn tại một số tự nhiên nụ sao cho với mọi n > nụ thì | x„ — a| < e. Ta 


viết: lim x„ =a hay x„ —> a khí n —> œ, 


II => 
Khi đó, dãy số {x„} được gọi là hội rụ. Dãy số không hội tụ được gọi là p#ân &ì. 


Chú thích: Chỉ số nụ phụ thuộc vào e, nên có thể viết nạ= n,(£). 


Ví đụ 3: Ià<'-sÖ; 


n 
này 2 


Thật vậy, cho trước e > O, ta sẽ chỉ ra rằng tìm được nụ() e NỈ để cho 


| 
|x 30lS- kEVisp Sfak6= —<e kải 2n„1 „ tức là khi n > log; —, 
Š 25 ° 2" E ` 


đời Ị : ‹ 

Vậy chỉ cần chọn nạ(e) =LIs, cÌ 1 thì với n > nụ ta có |x„— 0|< e. 
bà 

({x] là phần nguyên của x, tức là số nguyên lớn nhất không lớn hơn x, chẳng 
hạn (3, 25] = 3). 
3-3. Tính chất và các phép tính về giới hạn của dãy số 
Dùng định nghĩa giới hạn của dãy số, có thể chứng mính được các định lí sau. 
Định lí 2.1. a) Mếu một dãy số có giới hạn thì giới hạn đó là duy nhất. 
b) Nếu một dãy số có giới hạn thì nó bị chặn. 
Chú thích: Mệnh đề b) của định 12.1 lị, một điều kiện cần của đãy số hội 
tụ. Từ đó suy ra rằng nếu một đãy số không bị chặn thì nó không có giới 
hạn. Chẳng hạn, dãy c) trong Ví dụ 1 không có giới hạn vì nó không bị chặn. 
Định lí 2.2. Nếu các đãy số ƒx,} và {y,} đều có giới hạn thì 


lim(x, +y„)= lim x„ + lim Ya 
II» >> n>œ 
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lim(x„.y„)= lim x„. lim y„ 
n->z n 


Ũ 
_->œ tt» 
lim x„ 
lim —>~=#2“—=— (với điều kiện limy„ #0). 
m>seyn lìmyn Bi 


Chú thích: Trong tính toán về giới hạn, có khi ta gấp các đạng sau đây gọi là 
đạng vô định: g —, 0œ, œ—œ.,Khiđó không thể dùng các kết quả 
œ 


của định lí 2.2, mà phải dùng các phép biến đổi để khử các dạng vô định đó. 





Chẳng hạn, lim ch lếh có dạng ˆ^. Ta biến đổi: 
n^ 3n“+ œ 
1 1 
“...... ...ố 
lim 5 = lim =—, 
n>> 3n“+5§ n—»© 4+ 3 


3.4. Tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 
Định lí 2.3. Cho ba đấy số {X„}, {Y„}, {z„}. Nếu: 


a)VneÑ x,<yy<zZ¿ 
b) lim xạ = lim z„ =a 
Ti =>® n—œ 
thì dãy {y.} có giới hạn và lim y„ =a. 
n—œ 

Chứng minh: Do giả thiết b), V s >0 cho trước: 

3n,( ) sao cho V n >n¡, |X,— a|<£; 

Än;(e ) sao cho V n > nạ, |z„T— a|< e. 
Chọn nụ = max (nị, n;), ta có với n > nạ 

|xạ—=a[<g«€©a-e<x,<a+e, 


lzạ-a|l<£<©a—E<z,<a+g. 
lại do giả thiết a), ta suy ra với n>nụ: a-£<x,< Y,< Z4<a+€. 


Vậy : |ya —a|< e,Vn > nạ = lim y„=a. 
Tì~>œ 


533 


Định lí 2.4. a) Nếu dãy số tăng và bị chặn trên thì nó có giới hạn. 


b) Nếu dãy số giảm và bị chặn dưới thì nó có giới hạn. 


3.5. Sự tồn tại của lim ụ +.) 


n—>m n 


IY Hi Ô SÁ sổ Độ cu, 
Đặt x„ xÍ: + s] - Theo công thức khai triển nhị thức, ta có 
n 





|. mín-I) | nn-UÙ(n-2) | 





Xa =l+n. š : 
⁄ n 12 “nŸ 1.2.3. nẺ 
„an =l).. nh l . .„ 1(n= ).. 211 = 
[.2...k 1.2...n n° 





anifc44Egf3Ệ< 
40-3 (<<(--<%9) 


trong đó k! =!.2...k. ©. 1) 








n+l 
Còn x„.. -ÍI tu] , khai triển của nó gồm (n + 2) số hạng, (n + l) số 
n+ 


hạng đầu của khai triển đó có đạng như trong công thức (2.1), chỉ có thừa số 
dan | -s] được thay bởi (-¬). 
n n+l 
Vậy (n +!) số hạng đầu trong khai triển của X„„ ¡ đều lớn hơn các số hạng 
trong khai triển của x„. Số hạng thứ (n + 2) trong khai triển của x„„, lại 
đương, vì vậy x„,,> x„. Do đó, đãy {x,} là dãy số tăng. 
1] 
Từ công thức (2. L), ta lại suy ra: Xa<l+l+—+—+..+— : tuy vn 
2} k! n!” 


` ' ñ _. 
vì ta có l=—<l với i= l,2,...n 
n 


Mặt khác n! = n.(n ~ 1)...2.| >2"”' vn > 3, nên 
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J 1 ] 
Xã .“... 
2 2ˆ 2n 


Tổng trong dấu ngoặc ở vế phải là một cấp số nhân có số hạng đầu là I, 


1 (2) [ là Mi 
công bội là —, nó có tổng bằng: ——~^—==2|1~| —| |<2,Vn. 
2 tủ L \2 
2 
Do đó x„< 3. 


Vậy đãy {x,„} tăng và bị chặn trên, nên theo định lí 2.4, tồn tại giới hạn 


n 
lim Í + s] ‡ 
n—+ n 


Giới hạn ấy được gọi là số e, đó là một số vô tỉ, có giá trị xấp xỉ bằng 
ex2,71828. 
3.6. Các ví dụ về giới hạn của dãy số 


Ví dụ 4 : Cho dãy số {x,} với X, ng, Chứng minh rằng lim x; = `. 
9n+4 n—>ø 3 


š : : 1 I l 
Với k nào thì x, nằm ngoài khoảng L = se co +: 
3 1000 3 1000 























3n—5 n(a~ 5] 3TẺ ụ 
Giải. lim —-=lim P = lim — = 
n— 0n +4 "n9+2 JBđGƑ Ta 3 
n n 
Khoảng cách từ x„ đến ; bằng 
J== Ôn 
là. 3| |9n+4 3; 3(9n+4) 3(99n+4)' 
x nằm ngoài khoảng L khi và chỉ khi |x b > : ha sài > : 
T ‹ h 1 # 
x š 3171000 “7 3@n+4) ˆ 1000 
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Do đó n< 





Vậy các số của dãy nằm ngoài khoảng L là Xi, X; ¿... .X;ø;. 


Ví dụ 5: Chứng minh rằng lim ce 0. 





n¬s nÌ 
n n-3 
GuẾ 1906 212222212 6x 2512 xi2 U 
n! 1⁄2..n 34. n 322 2 3\2 
(n-3)số 
n-3 n 
Vì ¡m[S) =0 nên Kim —=Ö: 
n—œ n>» nÌ 
Ví dụ 6: Tính các giới hạn sau: 
2 2u a2 2 2 
sg 3 -2 
XỒ li 3n TS, txWf † I+2 ` +. T+n x0jlt HP 
n=›e n n—>eo 5n °+n+l n+e{ 4n“ +2n+7 
St : 
h Si 9E 
4 2 
Giải. a) Ta có NA nn., 
2+n 2] 
Ÿ2 
n 
§ 54 
tim (3+ 2+ 2] 
Do đó: limx„=“ —_—2=3. 
n—>œ . 2 
tim ( ễ «1) 
n¬œ n 
: 1+22+32+..+nP In(n+l(2n+l) 12n`+3n°+n 
b) Ta có ti HH —-..-—.—.-.=x.~r 
5n +n+l 6 Šn +n+l 6 5n +n+l 
3 ÍÏ 
Kiớt Bên 
6 l1 
35+—+> 
n7 nỄ 
Do đó HS 2<. 
n~yœ 6 §5 lễ 
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và _ 3 3n T 
c) Ta có *.r| 3n +1 ] =|_—"_ n— 


4n?+2n+7 





3 
2 
Do đó : lim x, =| lim —2—®# -l) =a- 
n—»œ CÀ ng 4 64 
n 


Ví đu 7. Tìm giới hạn của các đãy số {x„} sau : 


8) xạ=v2n+3—vn-—l; b) xạ; =nˆ(n-vn” +1); 
L¬2 
c) xạ =Ÿn?-n ` +n; đ) xạ= _ tÐỂn, 
$fn°+n—jn 
Giải. a) Khi n —> œ©, xạ=V2n+3—n—1 có dạng vô định œ — œ. Muốn 


khử đạng vô định ấy, ta nhân x„ với VN Ta T ta được: 

















` _(2n+3- vn=D+(V2n+3+Vn—U) _ @n+3)-(n- D- n+4 
ï v2n+3+vn—I _x2n+3+vn- _ X2n+3+XVn-l 
Tân 





Do đó : lim x„ = lim n 
n->»œ n—» 2 „3 % jNà 
VJn n? n nỄ 

' E? ›(n-Vn? +l)\(n+Vn°+l) __ ¿ 1 
b) x,=n (n-vn +l)=n =—nˆ.——-. 
(n+Xn2+l) (n+VnỶ +1) 





Do đó : lim x„ =— lim 
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c) Ta cón” ~n” =n!(T~1]>-= khi n —› œ, VÌ vậy Xạ :=Ÿn°—n” +n có 
n 


đạng ø — œ . Nhân và chia x„ với lượng liên hợp cua Vn? —n” +n, ta được : 


: ~(a+Ÿ§ =xĐ[n` ~nŸn =n" + Ăn =2] 
¡ n—n#n? ~n? +(Ÿn” -nŸ)Ÿ 


nẺ 
nền nỄ-  nŠ Tin HP — h =ứ 























Đo đó : lim xX„ =lim _. 


n—»» “im [3s 3 
Ti =I+à C- 

1 1 ï 1 
= n BI Kế TH —i 
: nˆ+1+n _ l "ai n 
đ) Ta có Xa ST R .————=———. 
nh+n-vn Zier# 
n n 


đượnh " 
thong ch 

Do đó lim x„ = lim ŸÍn. á 

n~»ø "n—.” 1 1 

{tra =.Áj— 

n 
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§ 4. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
4.1. Các định nghĩa 


Định nghĩa 1. Giá sử hàm số f(x) xác định ở lân cận điểm a (có thể trừ tại a). 
Ta nói hàm số f(x) có giới hạn là A khi x đần tới a nếu với mọi số e > 0 cho 
trước, đều tồn tại một số ö > 0 sao cho khi |x — xạ|<ö thì |f(x) — A| < e, kí hiệu 
là lim fŒ&)= A hay f(x) — A khi x —> a. 


Ví dụ 1 : Chứng minh rằng lim(2x +1) = 3. 
x—l 


Giải. Ta cần chỉ ra rằng nếu cho trước số e > 0, thì tìm được số ö > 0 sao cho 
|2x+1—3|=]2œ— D)| < e nếu |x — 1| < Š. Ta có 


2(x — Đ)Ị= 2lx— 1|< 8 nếu|x=|< 2 - 


Vậy lấy ỗ= s „ a thấy điều đặt ra được thoả mãn. Vậy lim(2x + l) = 3. 
x^ 


Chú thích: Trong định nghĩa 1, khi nói x dần tới a, có thể x > a, cũng có thể 
x<a. Nếu khi x dân tới a về phía trái (tức là x dần tới a và x luôn nhỏ hơn a) 
mà f(x) dần tới giới hạn A thì A gọi là giới hạn trái tại a, kí hiệu là: 

lim f(x) hay f(xạ— 0). 


Kc>xu~0 
Tương tự, người ta định nghĩa giới hạn phải tại a, kí hiệu là: 
lim gi(x)hay f(x,+ 0). 


X->Kụ*' 
Hàm số f(x) có giới hạn A khi x — a khi và chỉ khí y 
nó có giới hạn trái tại a và giới hạn phải tại a và hai 
giới hạn ấy đều bằng A: f(a — 0) = f{a + 0) = A. 


lô) lu 
` : X khi x<0 
Ví dụ 2: Cho hầm số : f(x)= Ï 
1—x khi x>9. 
Đồ thị của nó được cho ở hình 2.18..Ta có Hình 2.18 


f0—~0)=0 # 1=f(0+0). 
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Vậy f(x) không có giới hạn khi x —> 0. 


Định nghĩa 2. Người ta nói hàm f(x) dần tới +œ khi x —> a nếu với mọi số M>0 
cho trước, lớn bao nhiêu tuỳ ý, tồn tại một số  > Ö sao cho khi |x-al|l<ö 
ta có f(x) >M, kí hiệu: f(x) —> + œ khi x —> a hay limf(x) =+œ. 


Các trường hợp f(x) —> — œ khi x — a, fŒX) — A khi x -> + œ,... được định 
nghĩa tương tự. 





Ví dụ 3 : a) lim x=+œ, vì với số M > 0 cho trước, ta có 








x>!(x—l) 
—+>M khi %=Đ? <-L œ|x—1|<— 
(x-1ỷ M vVMˆ 
1 _ 
Vậy với ồ=——, ta thấy khi |xT— 1[< ö thì >M. 
y Jm y | TRE 


b) lim 2" =0, vì với số e>0 cho trước, ta có 2*< e khi x < logze. 


x—-= 
với m =log;e, ta thấy 2* < e nếu x < m. Chú ý rằng log; < 0 nếu e < 1. 
4.2. Các phép toán về giới hạn 


Định lí 2.5. Giả sử lim f.(x) = A;, lim f;(x)= A;. Khi đó : 
x->u xe>a 
a) limŒfi(x)#+f;(x)) = A, +A;; 
xa 


b) lim((x)Í;(X)) = Ai.A;; 


Chủ thích: 


1) Trong định lí 2.5, A, A; là các số hữu hạn, a có thể là hữu hạn, có thể là + œ, 
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2) Nếu gặp các dạng vô định ° =. 0.œ, o—sthì phải tìm cách biến đổi để 
œ l 




















khử chúng. 
Ví dụ 4: 
lim sin x lim sin x - 
SĨ xã xe 
a) lim Ta hãm ——ˆ= 
x1 3x +x—Ll  lim(3x“+x-l) lim3x/ + lim x~ lim ] 
+ T Là Là Là 
lG) k£ ..? P22 
_ 1 _ 4 
: _3m+2n-4` 
4(7) + -l 
2 2 
?_ +3 lim(x?—3).lim(x2—3) 
b) lìm Ƒ 3) _Ý x2 - x32 = ! Sa. 
x^2 5x—2 lim(Sx)~ lim2 10-2 8 
x2 k¬2 
3 lim(x—3) 
c) lim Q~3) Sai = 
x3 Xxe—2 lim(x - 2) 
Ví dụ 5 
a) Xét lim s T . Ở đây, ta gặp dạng vô định S: Khi x — l, có thể xem x z I, 
x¬l X~ 
Di r cẺm. Í Lê, boa 2 SIẾT 
x—l x¬—Il 
bo đô ti = m@2lj<2, 
xl X— xi 
Ậ c— 
b Tĩnh la Š——— .„ 
x>2 X—2 


3_ 
Vì x*— 8 =(x— 2)( x? +2x + 4) nên lim Š 5 
x2 X 





= lim(x”+2x+4) =12. 
..>2 


4.3. Tiêu chuẩn tồn tại giới hạn của hàm số 


Định lí 2.6. a) Nếu ở lân cận của a, các hàm số f,(x), f;(x), f(x) thoả mãn bất 
đẳng thức: f,(x) < f&) < f;(x). 
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b) Nếu các hàm số f,(x), f;(x) có giới hạn khi x —> a, lim f,(x) = lim f;(x) = A thì 
xa x>a 


hàm số f(x) cũng có giới hạn khi x — a và limf(x)= A. 


x>a 


Định lí 2.7. a) Nếu ở lân cận của điểm a, hàm số f(x) tăng và bị chặn trên 


bởi số M thì tồn tại giới hạn của f(x) khi x —> a và limf(x)<M. 


x->a 


b) Nếu ở lân cận của điểm a, hàm số f(x) giảm và bị chặn dưới bởi số m thì 


tôn tại giới hạn của f(x) khi x —> a và limf(x) >m. 
xu 


Hai định lí này cho phép ta tìm được một số giới hạn quan trọng. 





sIX s 
4.3.1. lim- Buện M 
Hàm số ¬ không xác định khi x = 0. Đó là một 
hàm số chẵn, ta chỉ xét với x > 0. Trên đường tròn : l 
P 


lượng giác, xét gốc x, 0< x `. (hình 2.19). Hình 2.19 


Diện tích AAOM < diện tích hình quạt AOM < điện tích AAOT. 


Do đó :LOA.MP < 1 OAsđAM < 2 OA.AT, hay sấy X< Xx< KHIỂN hay 
2 2 2 2 2-2 


Sinx < x < tpx. 























Ẵ Ề $ s] Inx 

Chia các vế cho sinx, ta được : Ì< x— < hay l> — >cosXx, 
Sinx cosx X 

: sinx.. s_. 1n số CÁ" 10/2%e no N : 
Khi x >0, bị kẹp giữa hai hàm số cùng có giới hạn là 1 khi x — 0. 
Vậy lim cớ: (2.2 ) 

xU  X 
Ví dụ 6: 
sỉ ] : | 

diÌ\n S- e lim ĐÃ „1s. timề lùn =z1/1<Í¿ 

xi X xoUÙ X COSX xÙ X K0 COSX 
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„ „.  TCSIIX > . h R ì v 
b) Xét lim———— . Đặt arcsinx = t, ta có x = sint. Khi x — Ö thì t—> 0. 
x>0 bệ 
._ 8TCSINX H : l 1 
Vậy lim =lim——— = lĩn———= —-=]. 
x—>0 x t>0 sint t0 SINT lim Sint 


AFrCtBX — 


c) Tương tự, lim lạ 


x0 X 


443.2. lim (+; : 
x—>iz X 


Giới hạn này có dạng vô định 1”. Trước hết, ta xết x => +z. Mọi sốx>0 





đều có thể kẹp giữa hai số tự nhiên liên tiếp: n <x<n + l1, do đó 


n ` n+l 
=hr£}<~. Vì, tác6[1+ l ‹Í;) “(2 : 
n+l x n n+l X n 


Khi x —> + œ thì n —> + œ,n + Ì — + œ. Ta có 











mm 1 T4 u TP 
TỰ le — ñm (+ n] : 
n+l n—z n+Ì 


I n+l 1 n ] 1 n I 
ñm(txT) = lim ( 1+] +} TIỀN  0RÍ1xr ]=el=e: 
n— n n~œ n n Tì—>œ n n—>»® n 


Do định lí 2.6, ta có lim (-;] cơ: 


Bây giờ, ta xÉt x => — %@. 


Đặt y =T— (x + 1), cũng chứng minh được lim (+2) =e. 
X 


x->-% 


Tóm lại lim í +] =€. (23) 
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Công thức (2.3) còn có thể được viết đưới dạng 








lim(1+u)" =e. (24) 
x x+3 
Ví dụ 7: a) Tìm im [S *) ì b) ñạ[ 2) vở 
x>?® x x-ym x=] 
2 (3+xÝ 3Ắ Xu dở . 
Giải. a) =|1+~ | có dạng I” khi x —> ©. Đặt x = 3t, khi x —> œ© 
X 


3 X I kà I b 
thì t —> œ. Vậy IU) =ñm[I++] =lim (+‡) =e`. 
x¬= X 1>» { toœ 1 


x+2 vẻ: x+2 „” 3 °. 
b) ì có dạng I” khi x ~› œ. Tacó| ?) “[*eh) : 
XeŠ 








Đặt x— Ì = ât, ta có x= 3t + 1. Khi x —> œ thì t —> œ. Vậy: 
x+3 3t+4 
im (th) =im[I+1) z 
x->z x—I ta t 
1 ật I 4 
=im(t+1) qm( +] =e°.1=eỶ, 
to» { t¬»< {t 


§ 5. VÔ CÙNG BÉ VÀ VÔ CÙNG LỚN 
5.1. Định nghĩa 1 


Hàm số f(x) gọi là một vó cảng bé (viết tất là VCB) khi x ~> a nếu 
limf(x)=0. 


x->n 
Trong § này, a có thể là hữu hạn hay vô cùng. Từ định nghĩa giới hạn của 
hàm số, ta suy ra rằng nếu f(x) — A khi x —> a thì f(&) = A + d(X). 
Trong đó œ(x) là một VCB khi x -—> a. 
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X7 
` 
Sơg, 


T24 
dpp 


giấy 
2 nu 
© #8, 


Hàm số F(x) gọi là một vó càng lớn (viết tất là VCL) khi x => a nếu 


lim|F(x)|= +% - 
Có thể dễ dàng thấy rằng nếu f() là một VCB khi x —> a thì NT là một VCL 
x 


và ngược lại nếu F(x) là một VCL khi x — a thì n là một VCB khi x —> a. 
Ầ X 


Chú thích: 

Một số khác không dù nhỏ bao nhiêu cũng không là một VŒB khi x —> a. 
Một số lớn bao nhiêu cũng không thể là một VCL khi x — a. 

5.2. Tính chất 


1) Nếu f,(x), f;(x) là hai VCB khi x —> a thì f,Œ) + f;Œ), f@). ;(x) cũng là 
những VŒCB khi x -> a. 


2) Nếu f,(x), f,(x) là hai VCL cùng dấu khi x —> a thì f,(x) + f;(x) cũng là một 
VCL khi x —> a. Tích của hai VCL khi x —> a cũng là một VCL khi x —> a. 
5.3. So sánh các VCB 

5.3.1. Bác của các VCB 


Định nghĩa 2. Giả sử œ(x), B(x) là hai VCB khi x —> a. 


Nếu im 2C) =0, ta nói rằng œ(x) là VCB bậc cao hơn B(x). 


xoa 8(x) 


Nếu lim ZC? = œ, ta nói rằng œ(x) là VCB bậc thấp hơn P(x). 


x¬>a B) 


Nếu lim Ha cà A (#0, #œ), ta nói rằng ơ(x) và B(x) là hai VCB cùng bậc. 


xoa B(x) 





Nếu lim ZC2 


xn ñ(x) 





không tồn tại, ta nói rằng không thể so sánh hai VCB œ(x) và ð(x). 
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Ví đụ Ï : a) [ ~ cosx và 2x đều là những VCB khi x —> 0. Vì 








¬—. 
= limsin—.lim—. 
x0 2x x0 X K20 2 2 


nên Ï — cosx là VCB bậc cao hơn 2x. 


b) 3M và 2x là những VCB khi x —> 0. Vì 
x 


šx : 
xsin— sỉn h Ị 
lim  =lim = —limsin— 
x0 2x xo0 2 2x0 X 








xÙ 


nhưng không tồn tại limsin-+ nên XS: và 2x là hai VCB khi x -> 0 
X X 


không so sánh được với nhau. 
3.3.2. Vô cùng bé tương đương 


Định nghĩa 3. Hai VCB khi x —y a gọt là tương đương với nhau nếu 


kí hiệu : œ(x) ~ B{(x). 
Từ ví dụ 6 của § 4, ta suy ra rằng : 
Nếu œ(x) —> 0 khi x — a thì : 
= Œ(X) ~ œ{X), tgd(x) ~ d(X), 


: (2.5) 
ârcsin Œ(x) ~ œ(x), arctgœ(X) ~ œ(x). 
Định lí 2.8. Nếu œ(x) và B(x) là hai VCB khi x —> 4, Œ(x) ~ œ¡(ŒX), B(x) ~ B,@) 


khi x—athì lim Ở)„ pm G), 
xa (X) x¬a |Ä,(X) 


Thật vậy, vì œ(x) ~ œ¡{X), B(x) ~ ,(x), ta có 


@.6) 
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*% % 
Cộ, ñ 





bó đ6:Ìfm CC < tị đŒ&) œG), mọi 
xa B(x) x¬a| Œ ¡@®) B.(x) B(x) 


=Iim.E9)., im Ố) Ty nh) 


xoa Œj(X) TONN, (x) x bà B xo ÄJ(X) 








Định lí 2.9. (quy tắc ngất bỏ các VCB bậc cao). Nếu œ(x), B(x) là các VCB 


khi x —> a, B(x) là VCB bậc cao hơn œ(x) thì khi x — a 


œ(x) + B(x) ~ œŒ). 


Thật vậy, ta có lim —————~ G2 li, =timÍ1+ Re], 1+lim— Diệt ={. 
xứ œ(X) Rˆ vAÁ œ(X) ) x->u Œ(X) 
Ví dụ 2: Chứng mình rằng sin\Jxvx ~ dx2+x? khi x —>0. 
- 
Giải. Khi x —> Ö thì sinVxAx =sinx4 ~ x4; 
_ 3 Ỷ 
wWx? mm =Wx?+x? ~Ýx? =x!, 


3 


Vì bậc của x° cao hơn bậc của x?. Do đó sỉn ŸJx4x ~Wx”+ \x° khix— 
Ví dự 3 : Tính các giới hạn : 


._ SỈ12x+arCSin” x~ar€ cơ” X 
a) lim KE 








x20 3x 
: "3 2 4 
._ l—cosx+2s§inx—sin xX—x“ +3x 
b) lim h _ n 
x0 tgx—6Sinˆ x+X—5Xx' 


À) + x . 2 2 2 h 
Giải. a) Ta có sìin2x+arcsin” x—arctg”x~2x+X”=x” =2x khi x => Ö. 


- s9, 2Ọ 
... SỈI2x+arcsin°x-arctgpX „2x 2 
Do đó lim Š *_lim“==£. 
x0 3x xe03x 3 





b) Ta biến đổi tử số: 
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‹ : „2X D \ 
l—cosx+2sinx—sin` x— x? +3x* =2sin -+2sinx =sinÌx—x” + 3x! ~ 
2 


~2(3] +2x-x °—~x?+3x'“~2x khi x->0, 


Còn mẫu số tương đương với x” —6x? +x—5xŸ ~ x khi x —> 0. 


Vậy ta được: lim So =2. 
x>0 X 


3.4. So sánh các VCLU 
Giả sử F(x) và G(x) là hai VCL khi x — a. 
F(@) 


Nếu HE TEEYR =œ, ta nói F(x) là VCL bậc cao hơn G(x) khi x —> a. 
X 


xa 





Nếu lim ¬ ¬ =0, ta nói F(x) là VCL bậc thấp hơn G(x) khi x —> a. 
Nếu lim F 5 =A (0, #œ), ta nói F(x) và G(x) là những VCL cùng bậc. 
xoa X 
~. 1, TX) si ÿ ¬ . 2 
Nếu lim Gœ) =Ì, ta nói F(x) và G(x) là hai VCL tương đương khi x —> a, kí 
xa X 


hiệu F(x) ~ G(x) khi x —> a. 
Cũng như đối với các VCB, ta đễ đàng chứng minh được các định lí sau. 
Định lí 2.9. Nếu¿z Fx) và G(x) là hai VCL khi x —> a, F(x) ~ Frœ), 
G(x)~G,(x ) khi x —> a thì : 
lim AA hà =lim ` hœ) 
xoa (X) xoa G, (&x)_ 
Định lí 2.10. Nếu F(x) và G(x) là hai VCL khi x —y a, G(x) là VCL bác thấp 
hơn F(X) thì khi x —> a, F(x) + G(x) ~ F@Œ) (Quy tắc ngắt bỏ các VCL ). 
-— TR`—jxŠ +6x 
Ví dụ 4 : Tìm lim———————. 
x+z12x!+x? 6x 
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+ 
Lên 


sử 
“Óg,; 


Giải. Ta có - 7x2—^|x” +6x~7xŸ khi x —yeœ; 
12xÌ`+x? -6Nx~ 12xỶ khi x — %. 
TRẺT-Ÿjx t6. TH 1 





Vậy lim = lim —. 
ý m]2X2+x2-ỐjkK t+nl2x2 12 


§ 6. HẦM SỐ LIÊN TỤC 
Lớp các hàm số liên tục đóng vai trò rất quan trọng trong giải tích toán học. 
6.1. Định nghĩa 


Định nghĩa 1. f là một hàm số xác định trong khoảng (a, b), xụ là một điểm 
thuộc (a, b). Người ta nói rằng hàm số f liên /„€ tại x„ nếu : 


lim f(x) = f(Œxg). 27) 


x-> % 
Nếu hàm số f không liên tục tại xụ, ta nói rằng nó gián đoạn tại Xụ, 
Nếu đật: x = xạ + Ax, Ay =f(x)— f(Xạ), thì đẳng thức (2.7) có thể viết là: 


lim [f(x)—f(xạ)] =0 hay lìm Ay =0. (2.8) 


K->K\ 
Chú thích: Ta cũng có thể nói rằng f liên tục tại xạ e (a, b) nếu 


limf(x)= t( lim ): (2.9) 


X>Xa K>Xụ 


Minh hoa hình học: Từ (2.8) ta suy ra rằng nếu Ax khá - Ý 





bé thì Ay khá bé. Do đó, đường cong y = f(x) ở lân cận 
điểm M,(xạ, f(xy)) là một đường liền (hình 2.20). 


Ví dự 1: Hàm số y = x liên tục tại mọi xạ e lR. 





Xo Xe+ÂX x 


Thật vậy, ta có Hình 2.20 
Vạ = XÃ, Yạ + Ấy =(Xụ + ÁAX}, Ấy = (Xạ + AX} — Xã =2x,Ax +(AX)”; 


lim Ay =2xụ. lim Ax+ lim Ax. lim Ax =0. 
Ax—>0 Ax-U Ax-U Áx—>0 
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Ví dụ 2 - Hàm số y = sinx liên tục tại xạ bất kì thuộc JR. Thật vậy: 


Yọ =SHXụ, Yạ +Ấy = sim(Xo +AxX), 








: : x , Á 
Àj ft cÄÄƒEding|S bán la T3 <2|sin—"|. 
li: 2 D) 
Tớ Sai cà IÄN| n 
Nếu |Ax| rất nhỏ thì sin== <8 po đó lim Ay=0. 
2 2 Ax->U 








Tương tự như vậy, có thể chứng minh được rằng mọi hàm số sơ cấp cơ bản 
đều liên tục tại những điểm thuộc miền xác định của nó. 
Định nghĩa 2. f được gọi là liên tục trong khoảng mở (a, b) nếu nó liên tục 
tại mọi điểm của khoảng đó, được gọi là liên tục trong khoảng đóng [a, b], 
nếu nó liên tục tại mọi điểm của khoảng mở (a, b), liên tục phải tại a, tức là 
f(a + 0) = f(a) và liên tục trái tại b, tức là f(b — 0) = f(b). 
6.2. Các phép toán về hàm số liên tục 
Từ các định lí về giới hạn của tổng, tích, thương và từ định nghĩa của hàm số 
liên tục tại một điểm, có thể đễ đàng suy ra: 
Định lí 2.11. Nếu ƒ và g là hai hàm số liên tục tới xạ thì: 
1)ƒ+ g liên tục tại 4a. 
2)ƒ. g lên tục tại xạ. 
f... : 
3) — liên tục tại xạ nếu g(xạ) #0. 
lệ 
Định lí 2.12. Nếu hàm số u = @@) liên tục tại xụ, hầm số y = f(u) liên tục tại 
uạ = 0Q) (hì hàm số hợp y = (Ÿo @)Œ) = Ẩ[p(x)] liên tục tại Xụ. 


Chứng mình: Ta có 


lim ø@(x) = @(x„) = uạ, vì @ liên tục tại xụ. Hàm số y = f(u ) lại liên tục tại uụ, 


xXụ 
do đó lim f(u) =f(uạ). Vì vậy: 
tu=>ly 


Jim f[o(x)]= lim fíu)=[(timu)= f(u)= f[o(u)]. 
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6.3. Tính chất của hàm số liên tục 
Các định lí sau đây (không chứng minh) nêu lên những tính chất cơ bản của 
hàm số liên tục. 
Định lí 2.13. Nếu hàm số f(%) liên rục trên đoạn [a, bị thì nó bị chặn trong 
đoạn đó, tức là tôn tại hai sốm và M sao cho 
m <f(x) <M Vxe la, bị. 

Định lí 2.14. Nếu hàm số f() liên tục trên đoạn {a, b] thì nó đạt giá trị nhỏ 
nhất m và giá trị lớn nhất M của nó trên đoạn ấy, tức là tồn tại hai điểm 
Xụ, Xạ 6 [a, b] sao chớ: f(x)=m <f(Œ&) Vxecf{a, bị; 

f(@¿)= M> f(x) WVxela,b] 
(hình 2.21). 





Hình 2.21 Hình 2.22 


Chú thích: Giả thiết hầm số f() liên tục trên đoạn [a, bị rất quan trọng. Nếu 
giả thiết đó không được thoả mãn thì f(x) không bị chặn, không thể đạt giá 
trị lớn nhất và bề nhất của nó. Chẳng hạn, hàm y = tgx liên tục trong khoảng 


mở (-33} nhưng khi x —> Ti thì y = tạx —> +œ (hình 2.22). 
Định lí 2.15. (định lí về giá trị trung gian) Nếu hàm số f() liên tục trên 
đoạn [a, b], m và M là các giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của nó trên đoạn đó 


thì với mọi số ¡ nằm giữa m và M, luôn tồn tại điểm Š e [a, b] sao cho: 


f() =4, (hình 2.23). 
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Hình 2.23 Hình 2.24 


Hệ quả. Nếu f(x) tiên tục trên [a, bỊ, f(a).f(b) < 0 thì trong khoảng (a, b) tân 
tại điểm Š sao cho f(Š) = 0 (hình 2.24), 


6.4. Vài giới hạn đáng chú ý 


Dùng tính chất của hàm số liên tục, ta chứng minh các công thức sau: 


Ìm T C8U ý (2.10) 
œ0 Œ 

ơ 
lÑyC =1 (2.10) 
œ>Ủ œ 


Thật vậy, đo œ —› 0, có thể xem |œ| < 1, do đó ! +œ >0, 


Hàm số œ L> In(1 + œ) liên tục, nên: 


Ì 1 
Nhi T9 1i01nftv a)5/e bÍ m0 +8)" | 
œ0 œ œ->»0 0 


Nhưng lim(1 +œ)# =€ (Xem công thức (2.4)) nên lim 8© ->9) =lne=l. 
œ0 a- Œœ 


Đó là công thức (2.10). Bay giờ đặt e“— l =B ,ta cóc" =1 + B. Do đó 
œ = In(1 + B). Khi œ —y 0 thì B —>0. Vậy: 
-Ö @ U=] .. : l l 
ln ——— = lim In~————-=- 
œ^0 Œ B>0ln(I+B) ñø In( +) 1 


B 


Các công thức (2.10), (2.11) đã được chứng minh. 


=l. 
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Theo công thức đổi cơ số của lôgarit, ta có với a >0, az l; 


























._ log(I+ơœ) „  Inf+ø) I l „. In(l+ơ) 1 
lim—= =lim ,—= .lim = s 
0 œ ø20 na œ Ỉna eœo0 œ lna 
` 1 
Vậy lim198d+ø)__l- (2.10) 
œ0 Œœ lna 
Từ công thức (2.1 1) suy ra với a >0, a # 1, ta có 
ơ đœlna œlna 
a”— = ¬' 
8 S-— sa lin “| gìn 
a0 ằŒ o0 œ œ>0| œlÌna 
na — 
=lim .lna=1.Ìna = lna. 
œ+0 @œÌna 
: a" = ; 
Vậy lim =lna. (2.11) 
œ0 Œ 


Các công thức (2.10), (2.11), (2.11 cho thấy nếu œ(x) —> 0 khi x — a thì 
khi x >4: 


In(l + ơ{x)) ~ œ(x}; (2.12) 
Œ(X) _ Tx “` 
e 1 œ(x}; (2.13) 
a#_—1  ~ ơ(x)lna. 
6.5. Các ví dụ * 
l2 v2 
yAiiuTifiDBa đa Co 


x‡e 4X+2 


Giải. Khi x —> + œ, cả từ số và mẫu số đều là các VCL. Theo quy tắc ngắt 
bỏ các VCLU 


._ N2x?+4 .__ N2x : lx|2 
lim -————= lim = lim ———. 


x>+“£ 4X+2 xo‡+z 4X xo‡+> 4X 
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2x1+3 v2 __ M2x?+3 2 
Vậy lim ——————=_——, lin —————— : 
xoS+e 4X+2 4 x>-= 4X+2 4 
~ 
Ví dự 2 : Tìm lim 5**3. 


X32: 


3T 


Giải, 'Tà có: lùi ã 5= <2 Làn =5? =25, 


xo‡tx~- 


Ví dụ 3: Tìm lim->- Cá kc2 


xơI È26+x =3. 
Giải. Ta phải khử đạng vô định o: Đặt 26 + x = 2, suy ra x = z — 26. 


Khi x — 1 thì z' —> 27 hay z — 3. Ta có 
2x~2 _ _2Ì-26)-2 _ 2z2-54 2 `~-27) _ 














26+x—3 z-3 z—3 z—3 
_ 2~ 3Œ” +3z+9) 





=207 +3z+9) khi z z 3. 
z—3 


Vậy lim = 


X 
xoi NGTPP-EÌN 





=lim 2(z?+3z+9)= 54. 


⁄ 
sn|x=E) 
Ví dụ 4: Tìm lim——————^~ : 


Ni #213 2u: 2cosx. 


tỆng 
sin Tờ Dã 
Giải. Đặt f&x)=————  Ý 


,„ nó có dạng : khi K..: Đặt Xe Ee: 
3-2cosx 0 6 6 


Khi x¬c thì z — Ó. Ta có 


714 





-. z 
được ề Ã 2sin -cos 
sinz Sinz 2 














f(x)= = ——= : 
v3-2cos TH Ì v3~V3cosz+sinz M3.2sin? ˆ + 2sin ^cos 
6) ? 2: Tổ 
z 
cCöS 
= —= (khi z z0). 
V3sin^“ +cos 
2 2 
z 
coS~ 
Vậy lim f(x)= lim * =¿ 
z->0 . z 
Z1 3sin -+cos— 
2 2 


Ví dụ 5: Tìm im HE : 
xe»0 Xx 


Giải. Đạt f(x) = 'SŠ—SPX nó có dạng ọ khi x —> 0. Ta có 


% . 2X 
: h : 2sinx.sin” - 
_ SiñX—sSinXcosx _ SIIX(—c0sx) - 2 


f(x) 





xì COSX xì €COSX xì COSX 


3 2 
: : . 2X ÍX x 
Khi x —>Ô, sinx ~ x, SẺ NH =— 








\2 4` 
2sinx.sin? Š 2x. _ 2 l 
Vậy limf(x) = lim 2 =lim——4®~ = lim =ằ. 
x0 X^0  X COSX x^)x C€osx x>04cosx 2 


1 
Ví dự 6: Tìm lmq +x)}3, 
xi 


+} Hi _ 
Giải. Ta gặp dạng 1” khi x —> 0. Ta có lim(+ x)3% =HmÌq+xy| =e? =ÿe. 
xU xo 
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Vídu 7: Tìm lim TỔ+3), 
xo0 3*⁄ | 


Giải. Ta phải khử dạng vô định h . Khi x ->0 thì: ln(I + x)~ x và 3*— I ~ x In3. 





=lim = . 
xo0 3*~J x>0xln3_ In3 


Ví dụ 8: Tìm II) : 


xe X 


Giải. Ở đây, ta có dạng vô định 1” khi x —> œ, Ta có 


: lì LT là UP: 
lim| I+— | =lim||l+-— =e =l, 
xo» Xe” x—z X“ 


6.6. Điểm gián đoạn của hàm số 


~i— 


Hàm số f(x) gọi là gián đoạn tại xạ nếu nó không liên tục tại xạ. Vậy xụ là 
điểm gián đoạn của hàm số f(x) nếu: 


- Hoặc f(x) không xác định tại Xu; 


- Hoặc f(x) xác định tại x„, nhưng lim †(x) < f(Xạ); 
Xu 


- Hoặc không tồn tại lim f(x): 


xxụ 


Nếu f(x) không xác định tại xụ, nhưng lim ũ f(x)= lim fx) thì xạ gọi là 


x—>Xụ— x¬Xu* 
điểm gián đoạn bó được. Chỉ cân xác định thêm hàm f tại x = xụ bằng cách cho 
f(xu) bằng giá trị chung của hai giới hạn trên, hàm f trở thành liên tục cả tại Xọ: 
Nếu tồn tại các giới hạn hữu hạn f(Xụ — 0), f(xu + 0) và (x„ — Ø) z f(xạ + 0) 
thì xụ gọi là điểm gián đoạn loại !. Hoặc |f(xụ ~0)—f(xụ +0)| gọi là bước 
nhảy của f tại x„. Những điểm gián đoạn không thuộc loại 1 được gọi là điển 


gián đoạn loại 2. 
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Ví dụ 9: Hàm số f&)= =” 





không xác định tại 





y 
x=0.nhưng lim sự, 
xo^U X 
Vậy x= 0 là điểm gián đoạn bỏ được. Đồ thị của nó 
được cho ở hình 2.25. Nếu ta bổ sung giá trị f(0) = 1, ° ` 
thì hàm số trở nên liên tục cả tại x = Ö. Hình 2.25 


R ` : x+l  khix<0 
Ví dụ 10: Hàm số Ÿ(x)= : 
x-l!_ khix>0 
xác định tại mọi x e JR. nhưng 


f(0-0)=Iz—I=f(0+0) (hình 2.26). Vậy x = 0 
là điểm gián đoạn loại 1, bước nhảy của hàm f tại 
x =0 bằng |I~(~D|=2. 





Hình 2.26 
h : : l T : y 
Ví dụ I1: Hàm số f(x)=— không xác định tại 
X 
x=Ô0. 
3/151 I N © xX 

Vì lim —-=+», lim —=—œ, điểm x = 0 là 

x¬0+0 X x—>0~0 X 
điểm gián đoạn loại 2 (hình 2.27). 

Hình 2.27 


§7. ĐẠO HÀM 
7.1. Nhắc lại 
7.1.1. Các định nghĩa 


Cho hàm số f(x) xác định trong khoảng (a, b) và xụ„  (a, b). Nếu tồn tại giới 
f(x) Si f(xo} 
X—Xg 


hạn của tỉ số (2.14) 
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khi x —> xạ thì giới hạn ấy được gọi là đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm 
Xụ, kí hiệu là fQ„) hay y'@,). 


Đặt x — xụ= AX, ta CÓ X = Xạ + Ax và đặt Ay = ÍQ¿ + AX) — f(xạ), tỉ số (2.14) 
viết được dưới dạng c - Vậy y(xs)= Jim Ay, (2.15) 
Ax Áx»30 Ax` 


Nếu hàm số f(x) có đạo hàm tại xụ thì F(x) liên tục tại Xụ. 


Vẻ mặt hình học, đạo hàm của hàm số f(x) tại điểm xụ biểu diễn hệ số góc 
của đường tiếp tuyến của đồ thị của hàm số y = f(x) tại điểm M,(xạ. f(xạ)) 
(hình 2.28). 


Về mật cơ học, nếu phương trình chuyển động của một chất điểm trên đường 
thẳng là s = f(Ð thì đạo hàm f(t,) biểu diễn Vận tỐctức  Y 
thời của chuyển động đó ở thời điểm tụ. Với ý nghĩa 
đó, ta cũng có thể xem đạo hàm f(„) là vận tốc biến 
thiên của hàm số f(x) theo x tại điểm xạ. 


s Giới hạn của tỉ số (2.14) khí x dần tới xụ về phía trái, 





nếu tồn tại, gọi là đạo hàm trái của f(x) tại Xe kí hiệu 
là F(x¿ ¬ 0) hay f' (xạ). 


Hình 2.28 


e Giới hạn của tỉ số (2.14) khi x dần tới Xụ về phía phải, nếu tồn tại, gọi là 
đạo hàm phải của f(x) tại xạ, kí hiệu là ŸŒ¿ + 0) hay fˆ(xạ). 


Nếu hàm số f(x) có đạo hàm tại x„ thì nó có đạo hàm trái và đạo hàm phải tại 
Xu và Œ¿ = 0) = (xu + 0) = P(xJ). 


Nếu F (x¿— 0) #f (x¿+ 0) thì fŒ&) không có đạo hàm tại xụ. Về mặt hình 
học, tiếp tuyến trái và tiếp tuyến phải của đỏ thị hàm số y = f(x) tại điểm 
(xo, Í(x,)) không trùng nhau. Đồ thị đó có điểm góc (xụ, f(x„)) (hình 2.29). 

® Người ta nói hàm số f(x) có đạo hầm trong khoảng (a, b) nếu né có đạo 
hàm tại mợi điểm trong khoảng đó, hàm số f(x) có đạo hàm trên đoạn [a, bỊ 
nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm trong khoảng(a, b), có đạo hàm phải tại a và 
đạo hàm trái tại b. 
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® Người ta cũng mở rộng khái niệm đạo hàm cho trường hợp tỉ số (2.14) dần 
tới œ khi x —> xụ. Khi đó, ta nói hàm số y = f(x) có đạo hàm vô hạn tại Xụ, 
tiếp tuyến với đường cong y = f(x) tại x; vuông góc với trục Ôx. 


7.1.2. Đạo hàm của tổng, tích, thương của hai hàm số 
Nếu các hàm số u = u(x),  = v(x) có đạo hàm tại x thì 
1) u(x) + v(x) cũng có đạo hàm tại x và 

(u+vỳ =u+v. 
2) u(x).v(x) cũng có đạo hàm tại x và 


(u.V}' =u'v + v'.u, 





3j SE) che G6 dau hău 83;bEhiAod<d] 0 
v(X) v 


7.1.3. Đạo hàm của hàm số hợp 
Nếu hàm số u = g(x) có đạo hàm theo x, hàm y = (X) có đạo hàm theo u thì 
hàm số hợp y = f[g(x)] có đạo hàm theo x và y' (x) = y' (u).u' (x). 
Ví dụ ï : Cho y = sin(cosx). Đặt u = cosx, y = sinx. Vậy 
y (x) = y' (u).u' (x) = cosu.(— sinx) = — cos(cosx).sinx. 
Ví dụ 2 : Tính y' nếu y = x”, œ e R, x >0. 
Ta biết rằng nếu y = x", n là số nguyên đương thì y' = n.x"”!, Trong ví dụ 
này y = x”, œ là một số thực bất kì, x > 0. 
Lấy logarit cơ số e hai vế, ta được lny = œ Ïnx. 


Lấy đạo hàm hai vế đối với x, theo công thức đạo hàm của hàm số hợp, ta 


ưT œ 
được TS b6” may SE 
y x X X 
Vậy (x”)'=oœxẺ—!, (2.18) 


Công thức này cũng đúng khi x < 0 với điều kiện x” và x“~! có nghĩa. 
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Xàt 





tạ, 


Ví dụ 3 : Tính y` nếu y =(x+l}*x+ 1» 0. Hàm số có đạng u(x)"*` với 
u(x) > Ó gọi là hàm số luỹ thừa mũ. Để tính được đạo hàm của nó ta hãy lấy 
logarit cơ số e hai vế rồi tính đạo hàm theo x hai vế của đẳng thức thu được, 
Ta có lny = tgx.In(x + 1). 


, 


Do đó * =tưx, Ị + _ ln(x + I). 
V X†+Ï cosSx 











ln(x+ 0| =(x+l)*# Lm: ĐỚN: ðI 


hinh Ị 
Vậy y“= y| tgx.—— + ` 
X+Ï cos x 


X+l cos°x. 
7.2. Đạo hàm của hàm số ngược 
Định lí 2.16. Mết hàm SỐ Y = f(x) có đạo hàm tại X, Ÿ(x) # 0, và nếu hàm 
SỐ y = Í(X) có hàm số NGHỢC X = 0(y) thì hằm số x = @(y) có đạo hàm tại 
Y =(X) tả tđ có 
l 


(y)==—. 
@(y) Fo) 
Chứng mình: Vì y =Ẩ(x) có hàm số ngược, nên nếu Ay = f(x + A x) ~ fx) z 0 
thì Ax # 0. Do đó:ÂX__L— 
Ay Ấy 


Ax 


Vì x= 0) liên tục tại y nên khi A y — 0 thì A x —> 0. Do đó : 





Ax l 
lim ——= hay @{y)=———. 
Ayo0 Ay là Ay y 0Œ) f() 


Ax¬0 Áx 


Bây giờ. ta áp dụng định lí 2.16 để tìm đạo hàm của các hàm số lượng giác ngược. 
1) Hàm số y = aresinx xác định khi —1 < x < I, lấy mọi giá trị trên 


đoạn Ung là hàm số ngược của hàm số x = siny. Ta có 
22 : 


XÍy)= cosy = VI-sin” y, 








Vì cosy > 0do =~ <y<^, Vậy v= b . x#z+1, 
2 2 vÌ—sin? y vì—x? 
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Vậy (arcsinx)'= xz+l 
1—x? 

Hoàn toàn tương tự, ta có 

2) (arccosx) =— (x#+#]). 

1—x? 
3) (arctgx) = SẮ 
l+x 
1 





2` 


4) (arccotgx)= — 
l+x 


7.3. Bảng đạo hàm của các hàm số sơ cấp cơ bản 
(c} =0 (c là hằng số); 
(x9' =ơx”! (œelR,x»>0); 


(a)'=alna (a>0,azl); 


(e% = e*; 





(log, x} = (a>0,azl,x>0); 


xina 


(Inx} = = (x>0); 
X 


(sin x)' = c0SX; 














(cos X) = — SInX; 
h | m 
(tgx=——z—~ (x#>+kmkeZ); 
COS“X 2 
(cotgx} = - ——: (x#km, ke Z); 
sinˆ x 
(arcsin x)' = : ( |x|<1); 
1—? 
(arccos xỲ =— ` đx|<Ð; 
1—x? 
6.THCC-T1-A 


(2.17) 


(2.18) 


(2.19) 


@.20) 


8I 


| 


(arctgx) = 
l+x 





P 


(arc cotgx}' =— 





7.4. Đạo hàm cấp cao 

s Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm thì y' = f(x) gọi là đạo hàm cấp 1 của x. 
Đạo hàm, nếu có, của đạo hàm cấp 1 gọi là đạo hàm cấp 2, kí hiệu là 
y"=f'Œ). Vậy y'=f (x)=[ff(x)}'. 

Tương tự, đạo hàm của đạo hàm cấp (n — I) của f(x) gọi là đạo hàm cấp n, kí 
hiệu là F”(%), Vậy y"! =ƒ9(x) =[ƒ®~(x)Ƒ, 


Ví đu 4 : y = x”(œ e TR, x >0). Ta có : 
y' =ơxST!, 
y” =d(Gœ~ 1)x92, 
y”"=d(œ- l)(œ-2)x”?, 


y” = a(œ — 1)(œ ~ 2)...(œ—n + 1)x””", 


Đặc biệt, nếu œ =n e ÑÏ thì y = x", y=nx" 1... 


y"" =n((n ~ 1).(n ~ 2),..... 2.1. = nI 
Do đó y“" = 0 nếu m >n, 
Yí dụ 5 : y = e*", k là hằng số. Ta có 
v = ke* h 
ự" = k.ke* = k?e*, 


yự” = khe, 
Ví dụ ố: y = sinx. 


V =cosx =sin(x th 
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: ” 
y?°' =sin(x +n~) 








Vídg7: y ST „a, b, c là các hằng số, a # 0, b # 0. 
€ 
a 1 â Ccằ 
y=-. =-(X+—).. 
Bộ ít S2" 40 


b 


à €.-3 a C.-2 
"==(-I —) =—— le TH. 
y BỘ Dò: tt) 


„8 C3 xa C.- 
=-(-l)\(-2 —)" =(-I}Ƒ—.L2.(x+—)”, 
y p X Q  OỂN, (} b (& bì 


(n) ¡a €.~n+h 
=(-lÙ) —n!x+— : 
y ( Đ ( Đ) 
1 
Đặc biệt, nếu a = b= l,c=0 thì y= 2, y!) =(~D*ntx 99) =(~1)9 ST, 
X X 


Công thức Leibniz 


Giả sử các hàm số u(x). v(x) có đạo hàm liên tiếp đến cấp n. Khi đó, ta có 


n 
(uv"” = b3 hải là , 


k«e0 


1 
trong đó C‡ = n.. u"?”=u,v1 xv, (2.21) 
„‹nñT— h 


Công thức (2.21 ) gọi là công thức Leibniz, được chứng minh bằng phương 
pháp quy nạp. 


Ví đụ 7 : Tính y" nếu y = (x” + 2x — 3)€", 
Giải. Đặt u = e`, v= (XŸ + 2x — 3). Ta có u"' = e, 


v=2x+2,v*“=2,v”'=0, 


S3 


Do đó: y?? = CC (eX®) (x2 + 2x — 3) + Có (©*) "(2x +2) + Cô (exy/®=2) 2 


=e'(x? +2x—3)+ne'(2x+2)+7—) sx2 


=e [*Ì+34n+Dx+2n~3+ nn~I)]=e” Íx?+2(n+Dx+n?+n~3]. 


§ 8. VI PHÂN 
8.1. Định nghĩa 
Cho hàm số y = Í(x), có đạo hàm tại x, theo định nghĩa của đạo hàm: 


f{x)= lim Cả 
Ax^0 Ax 


trong đó Ay = f(x + Ax) — f(x). 

Vậy khi Ax — 0.5 =P@)+a, œ-> 0 khi Ax —› 0. 

Do đó: Ay =f(x+ Ax)~f(x)=ff(X).AX+œAx, 

Số hạng œ. Ax là một VŒB bậc cao hơn Ax. Do đó, Ay và f'(x)Ax là hai VBC 


tương đương. Biểu thức f(x)Ax gọi là vị phân của hàm số y = Í(x) tại x, kí 
hiệu là dy hay đ f(x), Vậy:  dy=f(x)Ax. (2.22) 


Nếu hàm số có vi phân tại x, ta nói Í(x) khả vi tại x. Như vậy, đối với hàm 
Số một biến số, khái niệm hàm số có đạo hàm tại x và khái niệm hàm số khả 
vi tại x tương đương nhau. 

Nếu y=x thì đy = dx = 1, Ax. Vậy đối với biến số độc lập x, ta có dx = Ax. 
Do đó, công thức ( 2.22 ) có thể viết là: dy =f{(x) dx, (2.23) 


Ví dụ 1: Nếu y=vl+inx, thì y'= 


: lộ Do đó dy= : dx 
2Vl+Inx x” 2xvl+lnx 
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8.2. Ý nghĩa hình học 
Trên đuờng cong y = f(%), lấy hai điểm M(x, f@)), M,(& + Ax, fŒ& + Ax)). 
Qua M kẻ đường tiếp tuyến MT. Trên hình 2.30 ta 
có Ay = f& + Ax) - f&) = AM,. Gọi B là giao 
điểm của AM, với MT, ta có trong tam giác AMB 


AB=MA.. tgœ = f().. Ax = đy. 


Vậy vi phân đf(x) của hàm số f(x) tại x là Số gia 
của tung độ trên tiếp tuyến của đường cong 
y =(x) tại điểm ứng với số gia Ax. Hình 2.30 





8.3. Vi phân của tổng, tích, thương 
Từ công thức đạo hàm của tổng, tích, thương của hai hàm số suy ra: 


díúu + v) = du + đv 
d(u.v) = udv + vdu 


Đ= (v0). 
V 


8.4. Ứng dụng vi phân vào tính gần đúng 
Vì khi Ax —> 0, f(xạ + Ax) — f(ạ) là VCB tương đương với f(x¿)Ax, nên khi 
|Ax | khá nhỏ, ta có công thức tính gần đúng 

f(x; + Ax)= fŒu) + Œ@) .AXx. (2.24) 


Ví dụ 2: Tính Ay và dy nếu y = Í(x) = x)+ x?— 2x + 1, nếu x biến thiên từ 2 
đến 2,01. 


Ta có f2)=21+2?-22+1=9; 
f2,01)= (2,01 + (2.017 - 2.2.01)+ 1= 9,140701 ; 
Ay =f(,01)- f2)= 0,140701 ; 
f(x) = 3X? + 2xT— 2; 
f(2) =3.2?+2.2- 2= 14; 
dy =f(2). Àx = 14.(0,01) = 0,14. 
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Rõ ràng tính dy đơn giản hơn tính Ay. 
Ví đụ 3: Tính gần đúng $15,8. 


1 
Ta cần tính gần đúng y = f(x) =x4 tại 16 — 0,2. Đặt xạ = 16, Ax = - 0,2. Ta 
có f(xy + Ax)~ f@Xq) + F(¿) .AX. 


Bề) 


1 l l 1 
Vì fŒ&ạ)= #16 =2, f'{x)=—x 4 =—=. f(Xạ)=————=-—, ta được 
: P4 qợn? VU lap na Cần 


415,8 x Wi6-.^ =2-—0,0062 ~ 1,9938, 


CÂU HỎI ÔN TẬP 
1. Định nghĩa hàm số đơn điệu, chẩn, lẻ, tuần hoàn. 
2. Định nghĩa hàm số ngược của hàm số y = fŒx). Tìm hàm số ngược của 
hàm số y = e* và của các hàm số lượng giác. 
Chứng minh rằng arcsinx + arccosx = 2 
3. Định nghĩa và phân loại các hàm số sơ cấp. Thế nào là một biểu thức hữu 
tỉ đối với sinx và cosx. 
4. Định nghĩa giới hạn của dãy số. 
5. Định nghĩa giới hạn của hàm số, giới hạn một phía, giới hạn vô hạn. 
6. Phát biểu hai tiêu chuẩn tồn tại giới hạn. 


7. Định nghĩa VCB, VCL, VCB tương đương, VCL tương đương. Quy tắc 
ngắt bỏ các VCB bậc cao và ngất bỏ các VCL bậc thấp. 


8. Hàm số liên tục: định nghĩa, tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn. 
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9, Định nghĩa đạo hàm, ý nghĩa hình học và cơ học. Đạo hàm cấp cao, công 
thức Leibnig. 


10. Vi phân của hàm số: định nghĩa, ý nghĩa hình học. Nêu một ứng dụng 
của vi phân trong tính gần đúng. 


11. Các mệnh đề sau đúng hay sa1? 
a) Nếu các hàm số f(x), g(x) tăng trên [a, b] thì f(x) + g(x) tăng trên (a, b]. 
b) Nếu các hàm số f(x), g(x) tăng trên {a, b] thì f(x).g() tăng trên [a, b], 


c) Nếu f(x) đơn điệu trên [—1, 0] và đơn điệu trên {0, 1] thì nó đơn điệu trên 
[1.1. 


đ) Nếu các hàm số f(), g(x) là tuần hoàn với chu kì p thì f() — g(x) là tuần 
hoàn với chu kì p. 


e) Nếu dãy số {x,„} bị chặn thì nó hội tụ. 


Ð Nếu dãy số (x„} phân kì thì nó không bị chặn. 


ø) TmÍ s bi Ì=im sả: lim : 





x¬3\ X— 3- x3 x»3X—3. x^23X— 3ˆ 


h) Nếu lim f(x)=ŠS, lìm ng(X)= 0 thì không tồn tại lim ` min 
¬3 g(X 


¡) Giả sử f(x) và g(x) là hai hàm số xác định trong khoảng (a, b), xạ e (a, b). 
Nếu f(x) + g(x) gián đoạn tại xạ thì f(x) và g(x) gián đoạn tại Xụ. 


j Nếu f(x) liên tục tại xạ thì nó có đạo hàm tại xạ. 
k) Nếu f(x) = |2x” + 5x| thì F(x) = |6x? + 5. 


I) Nếu hàm số f(x) liên tục trên khoảng mở (a, b), nó đạt giá trí lớn nhất và 


giá trị nhỏ nhất tại các điểm c, d e (a, b). 


S7 


„ Cho giÓ s£—=. Viết ta[c] và ——. 
3x+5 


sảng, 


BÀI TẬP 


. Cho f(x) = x? + 1; Tính f(4); f(2); f(a + 1); Ka°); [f(a)]?; f(2a). 


3. Cho f(u) = tgu. Hãy chứng minh rằng f(2u) = 


2f() - 
1~[f()Ÿ 





4. Cho g(Q)= lộ. Chứng minh rằng g(a)+ g(b) = s( =) 


1+ab 


Š. Cho f(x) = lgx; g(x) = x”. Tính f[g(2)1; g[f(2)1. 


6. Cho f(x) = x?. Tìm 


f(b)- f(a) 
b-a 


(bza). 


7. Tìm miền xác định của các hàm số sau đây: 


a) y=VI—x?; 
c)y=lg—”” @>0); 
a-=x 


e)y=a”? (a>0,azl) 


Wc#e<Ï x+I 
XN nh. 
ñJZ 5x~x? 

T 
D y=arccos : 
)y ầ 4+2sinx 


n) y= jarcsin(og; x) 


P) y =log;logalog„x 
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b) y=Vx+3+ÄŸ7—x ; 


d) y = arcsin2x ; 





Dy= dị 
TC X?~3x+2_ 
7 vÄx27z ‡Ì0” 


k)y =log,5; 


sa 


1 
THẾ GIẾT 


o) y =Ig|4-xŸ]; 


1 2 
q) ÿy = ÿƑcos(sin x) +arcsin Bề 
X 








a1, 
2% 
XU 
cha, 


° 


8. Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số chắn, hàm số lẻ, không chắn, 
không lẻ ? , 











a)y=2"; b)y=l—X?; c) y=2* ; 
a*+a Š a*-a * 
đ) y = cotgx; e)y= : = › 
)y bộ )y 5 Ðy 2 
8)Y=— (a>0,az); h) y=lg TS, 
a I1 1—x 


9, Trong số các hàm số sau, hàm số nào là hàm số tuần hoàn ? Tìm chu kì 
của chúng. 





a) y = sin x; b)y =sin(?); c€)y=XCOSX ; 
¬ : ¡. S 
đd) y=sin-; e)y=l+tgx; fy=1—-sinx; &) S05 
X 
: : Ẫ 3m x—7 
h) y = |sinx|; j) y=2sin 3K+TT : k) y=3cos C 


10. Tìm hàm số ngược của các hàm số sau trên miền tồn tại của nó. 


x 





a)y=101! b)y=l+lg(x+2); c)y= : 
1+2" 
đ)y=2sin3x ; e)y =x”— 2x khi x > l. 


11. Hãy thử lại rằng hàm số y = = có hàm ngược là chính nó. 
+ 


Với điều kiện nào của a, b, c, đ thì hàm số y "- có hàm số ngược là chính nó? 
cX 


12. Vẽ đồ thị các hàm số sau (dùng điểm đặc trưng và phép đời trục đã biết ở 
THPT). 


2 
a)y=—3x+5; b) y= +, €)y=x+2x+l; 


s9 


,, tạp 


e) y =sin2x ; Ð y =cos(x— 2) h 


d)y=——; 
)y SE 
x i 
8) y=tg—: h) y =logzx; ) y=log;—; 
2 X 
k) y = |sinx|; ) y=k-3: m) y=x-}|; 
cosx nếu —ta—<x<0 
n)y=jI1 nếu 0<x<l 
1<x42. 


— 


riếu 
X 
13. Viết vài số hạng đầu tiên của các dãy số sau, nếu số hạng tổng quát là 
b) xạ= 2 " cosnrt. 


._ TT 
a) X, =Sin——; 
3 
14. Sử dụng định nghĩa giới hạn của đãy số, chứng minh rằng đãy 


2 
SƯ giới hạn bằng BS 


X.= 
°- sn?~I 





15. Chứng minh rằng dấy số 





_— 
H) 2 
Xu = h 
— với n là số chắn; 
22 


Từ đó suy ra dãy số đã cho không có giới hạn (có giải thích). 


16. Chứng minh rằng các dãy số sau dần tới 0 khi n —> œ 
-ce1 
be. 
n 


3) xạ=—c(k>0); 
n 
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1 
C) Xạ =--sin(2n—I)“; 
n 2 


2 
đ) x„=(Ù"———- 
° CỦ 


17. Tìm giới hạn của các dãy số sau : 





? 3 2 4 
: 3nˆ ~+5n+4 2n +2n“ +l 
Và NMTTTSSN. b) Xu =| T7 ; 
10+6n 4n ˆ+7nˆ +3n+4 
12+22+......+n2 
SE đ) x„=W6n +3: 
5n +n+l 


e) x„=v2n+3—vn—l; h) x„ =ÑŸn?°—n °+n; 
bố Ä 1, vn 


: 1 
) Xa=-=†+z-†x.† 


` s..+† : k) Xạ=——— : 
: 12 23 3.4 nín+1) ) vn+l+xvn 





3n 
6n+l” 





DXạ =2 cox(n))~ 


18. Chứng minh rằng lim tỨn = l. 
n¬œ 


" 








19. Chứng minh rằng đãy SỐ Xạ = An là dãy tăng, còn đấy SỐ Xạ = 
n+ 


nl 
là dãy giảm khi n > 10. 


20. Tìm giới hạn của các đấy số sau : 


n n 
a) Xa= h b) 7a =—==E: 











C} Yn #Y 28796 


21. Sử dụng định nghĩa vẻ giới hạn của hàm số chứng minh rằng: 





a) limQx —2) =1; b) Hi =2; 


HT 
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2x~1 2 
€) lim =~; d) lim a*=+ a>l]). 
ĐH, 3x+2 3 Ai Nụ ( ) 
22. Tìm các giới hạn sau : 
Lm SN ân si 3 
2) limŠ TŠ””,  p) m2 =24-1, ©) lim “S +Š, 
xo= 2x “+5 xoò® x +4 X2 x“+] 
x?~-4 xÌ—~5x+6 x"~J . 
d) lim B e) lin-——————; ? lim neNÑ. 
x2 X—2 x^*2 x”“—12x+20 x>l X—] 
Flng cí LG 3:6 x3 
g) limÝI*X=I, mm m5 _ ) im —x., 
x¬0 xX x>l výx —] h0 h 
k) lim|—_- ` Ù lim | VxÊ + -x°~1]| m) lim S4X. 
x^!| l—X l—x xe x0 2x 
.„ 2X 
§in 3 X 
li : im -————; H n 
ĐH xi: 9 HH ĐA IÊA 





x x+l 
r) im) ; s) mm 2) : 
x->œ X 


¡ Ỳ 
lim(l— y)tg—a; 
® ah y) .. x>s( 2x +] 


8X bx aX bx : 
,. €”—=e h e”—=e ._ SIX~—tBX 
Đ lim—————; u) lm———————; v) lim S*, 
x0 CX x—>0 Sin aX — sin bx xo0 X 


23. So sánh các VCB sau khi x —y 0, hãy so sánh VCB (0(x) = x với các VCB sau: 
f( =tgxỶ, f; = Ñsin”x ¡ $ =V9+x-3;f,= l— cosx; fe= arctgV/x . 
24. Chứng minh rằng khi x —> 0, các VCB sau tương đương: 


SỈNNJXxK ~AJX2+jxẺ.. 


l | ] 


~= l-——~x; 


X; 
Vvl+x 2 


25. Hãy so sánh các VCL sau, khi x —> œ : 


J— 





8) Í(x) = 3x” + 2x + 5 và 0(x) = 2x” + 2x — 1; 
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kì £ 
„a 


b) f(x) = 2x? + 2x và 0(X) = (x + 2)? 


° 


c) f(x)=#x+a và o(x) = Ÿx. 


26. Tìm các giới hạn sau: 





a) lim sin5x _ b) lim l—cosx „ bo lncosx _ 
x0 In(+ 4x) Ko —c0sŠ ' x¬0 41x? [ 
Ỉ ĐỀ ; HN 2 
đ) lim . : sỹ Ti Sin 2x +arcsin _ arctg b5 
x0 sin4x x0 3x+4x 
._ (inx—tgx)2+(1—cos2x}' + x" .__ sinŸxIn(+3x) 
ø) lim nh m _ b h) tim ——== sự 
xo 7tg x+sin”x+2sin” x x0 (arctgx/x }Ÿ (37 *=U 


27. Tìm giới hạn một phía của các hàm số sau: 


-2x+3 nế <1 
 : In NA UY: khi x — l; 
3x—5 nếu x>l 





2_ 
b sm khi x —> l; 
c) fạ)= 9E khi x —> 0. 


28. Chứng minh rằng hàm số f(x) = 3x - 2x? + 3x liên tục tại điểm x bất kì. 


29. Tìm điểm gián đoạn và bước nhảy (nếu có) của các hàm số sau: 


22x? +3) khi -©<x<l 
a)f(x)= |6—5x khi l<x<3 


x3 khi 3<x<+œ; 


J2x -3| 
f(x)=———.. 
Là, 2x-3 
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©' 
,S`, 
đt 
xã 


39. Xét sự liên tục của các hàm số sau: 


SinX | 
TH khi xz0 in— khi 0 
a) fŒ) = ¬ 1 X b) fœ&) 5 XsSIn š 1 X# 


l kh x=(0; 0 khi x=0. 
31. Cho f(x) = 3x—2/x. Tính f1), (1), (a2), f(a?). 


3 t. 
32. Cho f(x)= 2x)~3x+ ý ~1 
X 


l 
. Tính f(—). 
í G3) 


33. Tính đạo hàm của các hàm số sau: 





a) y=xarctpX ; . b) y=xxx(3lnx—2); 

` SECSIAX., gi £= 2E S2422:02 : S) y=(x°'+5Ÿ; 
X Sỉn X+0sx 

8)y =tp x; h) y=tg(nx); )y= tí t5 Ì 


k) y=In(x+xl+x?); D y=In(J2sinx+l+/2sinx—Ì); 
m) y=2vx +k tằm Vk +k); n) y=arcsin 


2x? 
4 





L; 
l+x ĐỀ 


: Lưsi 
o) y=arog DA, p) y=e*arctge"—lnvI+e” ; q) ve in =. 
3 COS” X COSX 


34. Tính đạo hàm của các hàm số sau: a)y= xế ; 


—(2x-D$J3x+2, 


b) y = Ginx)}®; c)ìy= đìy= xx, 


(5x+4}.ð1—x 


35. Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau: 


4) y=€”; b) y=InŸl+x”. 


36. Chứng minh rằng hàm số y =C¡e *+C¿e ?*“ với C¡, Cạ là hai hằng số 
tuỳ ý, thoả mãn phương trình y”+ 3y'+2y =0. 
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37. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau: 


1 , I 
a) y = xỈnx ; b) y=——; c)y=x€"; d) y=————. 
)y 1+2x )y & x'+2x-3 


38. So sánh số gia và vi phân của hàm số sau y = 2x” + 5x”. 
49. Tính giá trị gần đúng của M = arcsin 0,51 bằng vi phân. 
40. Tính giá trị gần đúng của diện tích hình tròn có bán kính bằng 3,02 m. 


41. Tính vi phân của các hàm số sau: 











8) y-mỀ: b) y=arctge”; 
c)y=x(Inx- l); đ) y=In(x+x? +4). 
ĐÁP SỐ 
1.17; 3; a22+2a+2; a)+l;. (42+ 4a?+ 1. 
J= 3x+5 
 3+5x) x-1l 
5. 3Ig2; (g2). 
6.b+a. 
7. a)[T l, H: b)Í-3.7]; c)(a,a);  @®[-1, LH 
TL T1 
~Ằœ,+@); #—+3k—; —1,1% 
e)(-%, + ®) Ôx Pi 2 8) ( ) 
h)Cœ,—5)U(—2, 102, + %); )1,4]; 


k)(0,1)U(1,+; Ð ~Z +km<x <-C +2ke (keZ); 


m) ( œ, 0), n) 0 < log,x < 1 và l<x<2; 


o)x#+2; p4<x<+®; q)x##+1. 
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sốt 
sụp 


8. a) Không chắn, không lẻ, b) Chẩn; c) Chẵn; đ) Lê; 
e)Chắn; Ð Lẻ; 8) Không chắn, không lẻ; h) Lẻ. 
9, a) Chu kì z; b) Không tuần hoàn; c) Không tuần hoàn; 


d) Không tuần hoàn; e) Chu kì Ð) Chu kì 2z; 


g) Chu kì 4n; h) Chu kìm, ¡) Chu kì = H k) Chu kì 6m. 
1Ú. a) y=lg^; b) y=-2+10*1 e) y=log,— — 
: S10/ y F ÿ=log;TT—, 


đồ y =2 areinŠ, €)y=l+Vl+x. 


11. Điều kiện d = - a và khi đó đồ thị của hàm số có trục đối xứng là đường 
phân giác thứ nhất. 


13.a) x3, M3. : ca CN : b) Ha 1 dài cha 
2 2 2 4 8 16 
1 1 l l 
17. a) —; b)—— —; đ)l; H h) ~; 
ho ẳr: lót: ) e)+eo = 
š 1 l 
1)Ì; kì —: Đ—-. 
ị 12 : 2 
20. lim x, = lim y„ = lim z„ =1. 
22. gi $¿ bì 0; C) œ; đ) 4; e)©; fn; 
VÀ b 8 
£? 5i hý 2 ¡) 3x*; k) ~l; D0; 
1 
Và —; 20) 1; = 
m) n) 1 o) v2 P) q) 
r) €?; S)@; Ụ kh) u) 1; v) cây 
€ 2 


23. So với @(x) = x khi x — O; f, là VCB bậc cao hơn ; 
f; là VCB bậc thấp hơn; 
f, là VCB cùng bậc; 
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f, là VCB bậc cao hơn; 
f, là VCB bậc thấp hơn. 
25. a) f có bậc thấp hơn ọ; 
b) f và có cùng bậc; 
c) f và @ tương đương. 


1 2 
26. a)—; b)4; c)— 2; d)—; —; 
) ) ) l¬ xế 


3 
H h)=. 
= 


| — +Ìt+2 


27.a)f(1—0)=1;  fl+0)=-2; 
b) f(I - 0) =— 2; f1 +0)= 2; 
cfC0)=-2;  f+0)=2. 
29. — a) Tại x = I hàm số liên tục; 
Tại x = 3 hàm số có bước nhảy À = 9; 
b) Tại x= : hàm số gián đoạn loại Ì, bước nhảy 2, = 2. 


30. — a);b) Hàm số liên tục với mọi x. 


3L. WU)=l f()=2: - W@)=3a2-2l4|; f@?)=3-c.. 


bị 


3. rÉ]" 13. 
4 








3 
9 
33. a)y= _ + +3x arctgx ; b) y'=<xInx; 
l+x 2 
,_ X—VI—x”arcsinx h - 
c)y =—= ` ở đ)y =——————.z: 
x?VI—x (sin x + cos X) 
$ 
tị ì I 
e)y'=2241+5¡  8ÐV= S`, hy 
Ccos“X xcos“ (In x) 


7.THCC-TF1-A 
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. + 1 , , 
Dy=——; k)y=-=—; Dy=-———: 
sinx l+x? 4sin? x—I 
m) y`=vxÏ+k; hy ii 9) ¬=_ 
+Xx X 1n X 
lễ X X + 2 
P) y =€”arctge*; qQ)y= dã 
€COS X 


34. a) y'=x”*!(1+2Inx); b) MãNg - : lnsinx 














COS" X 
đ S2 x-Uv3x+2 3 ““...ẻ 4) y' =0, 
(5x+4} (5x+4Ý ứữ-x PTREM 23x+2)- 5x+4 sào” 3d—x) Hộ 
: „_ 21~x”), 
35. a)y"=e* 'Jet +2]; b) KTS 
-2)! (—Ð°2"n! 
3. mì = _°ín >2); b)y)~—~“—, 
4) y ( ) xnrl (n ) ) ĐÃ 2x+I)"1 
`. Ma đi SE, se - lÍ 
c) y"?=e*(x+n); đ y"?=(—Ð "| —= 'Sm 


38. Hiệu của số gia Ay và vi phân dy bằng (6x + 5)Ax? + 2Ax). 
39. 0,513. 
40. ~ 28,66 mì. 








nh 2.e”*dx 
4l.a) dy= b) dy=————: 
VP ORT I+e” 
c) dy = Inxdx; d) dy= dx. 
x“+4 
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CHƯƠNG III. CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ 
TRUNG BÌNH VÀ ỨNG DỤNG 


MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương II! trình bày các định lí về giá trị trung bình, về công thức Taylor và 
ứng dụng của chúng trong việc khử các dạng vô định, trong tính gần đúng, 
trong khảo sát hàm số và vẽ đường cong. 
Sinh viên cần hiểu kĩ các định lí quan trọng này, vận dụng thành thạo quy tắc 
L/Hospital để khử các dạng vô định, dùng công thức Taylor để khai triển hữu hạn 
một số hàm số thông thường, khảo sát và về đồ thị của hàm số y = f(x), vẽ đường 
cong cho bởi phương trình tham số, hoặc phương trình trong hệ tọa độ cực. 

§1. CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 
Định lí 3.L. (Định lí Rolle) Nếu hàm số fG: 
a) Liên tục trong khoảng đồng [a, b]: 
b) Khả vi trong khoảng mở (a, 
c©) Thoả mãn điều kiện f(a) = f(b); 


thì tôn tại ít nhất một điểm c e (a, b) sao cho Ê(C) = 0. 


Ta thừa nhận định lí này, ở đây chỉ nêu lên ý nghĩa hình học của định lí. Nếu 
cung AB của đường y = f@) với A(a, f(a)), B(b, f(b)) Tiên tục và có tiếp 
tuyến tại mọi điểm và nếu f(a) = f(®œ) thì trên cung ấy có ít nhất một điểm C 
có hoành độ c € (a, b), ở đó tiếp tuyến song song với trục Ox, tất nhiên tiếp 
tuyến ấy cũng song song với dây cung AB (hình 3.1). 





Hình 3.1 
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Nhận xét: Các giả thiết của định 1í 3.1 đều cần 
thiết, không thể bỏ qua một giả thiết nào. 
Chẳng hạn, hàm số f(x) = |x| liên tục trong 
khoảng đóng [—I, 1], f(—1) = f(1), nhưng không 
khả vi tại x = 0, do đó không ấp dụng được 
định lí 3.I (hình 3.2). Hình 3.2 





1.2. Định lí 3.2. (Định lí Lagrange) Nếu hàm số f(v) : 

a) Liên tục trong khoảng đóng [a, b], 

b) Khả vì trong khoảng mở (a, b), 

thì tốn tại ít nhất một điển c e (a, b) sao cho f(b) - f(a) = F(c)(b—a). (4.1) 
Công thức (3.1) gọi là công thức Lagrange. Ta công nhận định lí này. Ý 
nghĩa hình học của định lí 3.2 như sau. Chú ý rằng _= là hệ số góc 
của dây cung AB, còn f(c) là hệ số góc của tiếp tuyến của đường y = f(x) tại 
x =c. Nếu hàm số f(x) thoả mãn các điều kiện a) và b) thì trên cung AB của 


đường y = f(x) với A(a, f(a)), B(b, (b)) có ít nhất một điểm € có hoành độ 
c  (a, b), ở đó tiếp tuyến song song với đầy cung AB (hình 3.3). 





Hình 3.3 
Nhận xét: 


(1) Giống định lí Rolle, các giả thiết của định lí Lagrange đều cần thiết, 
không thể bỏ được. 


(2) Định lí Rolle là một trường hợp riêng của định lí Lagrange. Thật vậy, 
nếu f(a) = f(b) thì từ công thức (3.1) có ngay (c) = 0. 
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Đạng khác của công thức Lagrange: công thức số gia hữu hạn 
Vì c e (a, b) nên Đo. =0€(0,1) .Dođóc~a= 6(B~a) hayc= a+6(b — a). 
¬a 


Vì vậy công thức Lagrange có thể viết là 
f(b) - f(a) = F[a + 9(b — a)]@-a) (0<9<]). 
Nếu đặt a = xụ, b = xạ+ AX, ta có dạng thường gặp của công thức Laprange 
f(Xạ +Ax)—f(xạ) =ffxạ+6Ax)Ax (0<6<]). (3.2) 
Công thức này gọi là công thức số gia hữu hạn. 
1.3. Định lí 3.3. (Định lí Cauchy) Nếu các hàm số Í(x), g(x) thoả mãn các 
điều kiện: 
a) Liên tục trong khoảng đóng [a, b]: 
b) Khả vì trong khoảng mở (a, bỳ; 
€) g(x) không triệt tiêu trong khoảng mở (a, b) thì tồn tại ít nhất một điểm 


fíb)-f{a) _ f(c) 


c c€ (a,b), sư cho—————-_= 


g(b)-gía) gíc)' 


Ta công nhận định lí này. 





(3.3) 


Nhận xét: 


Định lí Lagrange chỉ là trường hợp riêng của định lí Cauchy, vì nếu chọn 
8(X) = x, ta có g'(x) = I, g{€) = l, g(a) = a, g(b) = b. Thế vào công thức 
(3.3), ta được công thức Lagrange (3.2). 
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§2. CÔNG THỨC TAYLOR 
2.1. Công thức Taylor 


Việc tính giá trị của đa thức tại một điểm rất đơn giản, chỉ việc thực hiện các 
phép tính cộng, trừ, nhân, chia đã quen thuộc. Vì vậy, để tính giá trị của một 
hàm số không phải là đa thức ở một điểm, người ta tìm cách biểu diễn nó ở 
lân cận điểm đó gần đúng bằng một đa thức. Ở chương II, khi nghiên cứu về 
vi phân, ta đã biết rằng nếu hàm số f(x) xác định ở lân cận của Xụ, có đạo 
hàm tại xụ, thì ta có công thức gần đúng f(x; + Ax)= f(Xạ)+f'(xạ).Ax 


(chính là công thức 2.24). Nếu đặt x = xạ + Ax, công thức đó trở thành 
f(x)=f(xs)+f {xạ)(x— xạ). 


Vậy ở lân cận xụ, ta đã xem f(x) gần đúng bằng một đa thức bậc 1. Vấn đề 
đặt ra là nếu hàm số f(x) có đạo hàm cấp cao hơn tại xọ, liệu có thể xấp xỉ 
f(x) bằng một đa thức bậc >I ở lân cận điểm xạ hay không? Công thức 
Taylor mà ta thừa nhận sau đây sẽ giải quyết vấn đề đó. 


Định lí 3.4. Nếu hàm số f(x): 
a) Có đạo hàm đến cấp n trong khoảng đóng [a, b]; 
b) Có dạo hàm cấp (n + 1) trong khoảng mở (a, b); 


thì tôn tại điển c e (a, b) sao cho với điểm xụ e (a, b) và với mọi x e (a, b) 








ta có. 
f(x)=f(x Uy )+..+ li: TIẾP, hệ Liản C0, NM 
"Ấn ¬ vi 02m” n "ˆ (n+DI : 
c=xg+Ð(x-xạ), 0<6<1, (3.4) 


Công thức (3.4) gọi là công thức Taylor, số hạng cuối ở vế phải gọi là số 
hạng dư dạng Lagrange. Biểu diễn của hầm số f(x) đưới dạng (3.4) gọi là 
khai triển hữu hạn của ƒ(x) ở lân cận điểm xạ. 


Đặc biệt khi xạ =0 e (a, b), công thức (3.4) trở thành 
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Am f'(0) f"'(0) n f*(c) n+l 
f(x)=f(0)}+ TINH TRNG MT ,Vx c(a,b). (4.5) 





Công thức (3.5) gọi là công thức Mac Laurin. 


Nhận xét: (1). Nếu n = 0, công thức (3.4) chính là công thức Lagrange. 





(2). Đặt B,(x)=f0u)<5 C9) sa,)x. Mu} 


Công thức (3.4) cho phép ta biểu diễn f(x) gần đúng bằng đa thức P,(x) ở 


ft*')(c) . s 
na b) 





lân cận của xụ với sai số R„ (x) = 


Nếu hàm số f(x) thoả mãn điều kiện 





£” (x) <M, VxcNÑ, Vxe [a.b] : 


M là một số đương nào đó, thì ta có đánh giá sau đối với R,„(x): 


, 


4.6 


M 
|R, (x) XE hà, 


Có thể chứng minh được rằng với một giá trị xác định của x, vế phải của bất 
đẳng thức trên dần tới 0 khi n —> œ©. Khi đó, ta có thể xấp xỉ giá trị f(«) bởi 
đa thức P,(x) với độ chính xác bất kì. 


2.2. Khai triển Mac Laurin của một số hàm số sơ cấp thường dùng 
2.2.1. f(x) : (1 +x)”,œ eïR,x>-—1. 

Ta có 

f(x)=øœ(1+x)}“”,ff(x)=(œ-1)(I+x)"?,...` 

ft (x)= œ(œ~ 1)....(œ—n+(1+x) ”,.. 

f(0) =ơŒ, f(0) =ơ(œ—1),... 

ft)(0)= œ(œ~1)...(œ—n+1),... 


Thế vào công thức (3.5), ta được 


103 


(I+xƑ “Ík0) ÓC Dán, á G21) (40 


T œ{œ V2 ĐỒ ` Tin vn, 


ï 0<0<l1,x>-1. (4.7) 
ni 


(n+1) 
Đặc biệt nếu œ=n e Ñ' đ[(1+x)? ] =0, nên R, (x) = 0, ta được 


n(ín-1) ; „..„ n(n= 1)-.{n =k* 1) 


bŠ 


xF+.. +", 
2! k! 


(I+x)”=l+nx+ 





Đó chính là công thức nhị thức Newton quen thuộc. 


Thay œ = —1 vào (3.7), nhận được 
Í n n+l ` 
=l-x+x?-..+(-I)`x°+(-U ———,V 0<0«l. 38) 
0203 na 





l+x 


Thay x bằng —x vào (3.8), ta có 


=l+x+x?+.+x"+————, 0<6<l, @.9) 
I=x (I-9x) 





2.2.2. .x) =e 


TacóVneN, f”(x)=e*,f)(0) =1. 








2 n 0x 
Vậy ` =l+ + T—+..+T®+~ C——x" th 0<6<l. (3.10) 
E21 n!' (n+l)! 
xmt 
Với mọi giá trị xác định của x, f2 PS) NG 0 khi n —> œ, còn e** bị chặn. 
n+1) 
n+I 
Ÿ š X Ôx 
Vì vậy imR„,(x) = lim e =0 
Tì—œ^2 


n+=s (n+])! 
Từ đó suy ra rằng với giá trị bất kì của x, có thể xấp xỉ hàm số siêu việt e" 
bằng đa thức Mac Laurin bậc n với độ chính xác bất kì. 
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2.2.3. f(x) = simx 


Ta có vn e Ñ, f0 (x)=sm{ xi nỄ | t0) (0)=sin”. 








2 
Vậy 
3 5 2n-l 2n+l 
si =d ti +(ÐU" sin| Ôx+(2n+1)<— |: 
3! 51 (2n-DI (2n+1)! 2 
0<6<l. 4.11) 


2.2.4. f(x) = cosx 


Tương tự như hàm số sinx, ta có 


2 xấ 2n 2n+2 


“..... _t 
cosx =Ì PTRMET ..„+(—]) 





(2n) (@2n+2) 
0<Ð<l. 
2.2.5. f(x) = In(I +3), x >+1 


(3.12) 


Ta có f(0)=1, f(x)=(I+x} ", ff4)=-(1+x)”, f”6)=(--2(I+x)”... 


£"'(x)=(TUT(a-10)(1+x}”,f96) = CI'@~ DỊ. 








x? x Tăng 1} X 
IhJ+x)2K= 5+0” : = 
0<8<l,x>-]. 
2.3. Ứng dụng vào tính gần đúng 
Ví dụ 1: Tính số e với độ chính xác 10 Ÿ. 


Thế x = I vào công thức (3.10), ta được 





+ly = ,es|0x+@n+2)5 
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cỡ GIẾT 3 
tn+ip “mzn) (n+1)! 


Vậy lấy n = 8, ta được e ~ 2,71828 với độ chính xác 10”, 


Ta có R„()= 





<10” nếu (n +1)! > 3.10. 


Ví đụ 2: Tính Ÿ⁄§3 với độ chính xác 105, 


Vì #83 =#8I+2 3(I*Ƒ, 
R à « 2 
ta áp dụng công thức (3.7) với x = sĩ: œ=—. 


1 7 77 
Ấ#§3 =3(1+ + _ +..+R.). 
_c TP 162.108 162.108.486 162.108.486.648 ") 





Đánh giá sai số 3|R,|, ta được 


3|R,|<——”— <0,0002; 
162.108 
3|R|< — te <0,000003; 
162.108.486 
3.7.11 


3|Rạ|<———————<0,00000006, 
162.108.486.648 


Vậy để nhận được Ÿ83 với độ chính xác 10“5, chỉ cần lấy bốn số hạng đầu: 


Ÿ83 ~ 3(1 + 0,0061728— 0,0000572 + 0,0000008) ~ 3,018349. 
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§3. QUY TÁC L'HOSPITAL 


Trong mục này, dựa vào định lí Cauchy, ta xây dựng một phương pháp hiệu 
quả nhưng đơn giản để khử các đạng vô định. 


3.1. Dạng vô định Ô và 
0 œ 


Định lí 3.5. (Quy tắc LHospital). Giả sử: 
a) Các hàm số f(x), g(x) khả vi trong một lân cận I của a (có thể trừ tại 4), 
g'á) # 0 trong lân cận Ấy: 


b) limf(x) =0 và lim g(x) = 0. 


x->u 


Khi đó nếu tần tại lim kh thì cũng tồn tại giới hạn lim £œ) 
xa B (œ&) xa s(%) 
ta 9 =if @.14) 

xa gx) x->a (x) 





^ 
Vd 





Chứng mình: Ta chỉ chứng mình cho trường hợp f(x), g(x) khả vi trong lân 
cận Ï của a, ø'(x) # Ö trong lân cận ấy, f(a) = g(a) = 0. Khi đó, theo định lí 
f(X) _ f(x)— f(a) _ t f(c) 


Cauchy ——¬ 
gŒ) g(x)—g(3) _g(6)` 


„ trong đó c là một điểm nào đó nằm giữa 


đc .. ^a‹ 
a và x. Khi x —> a thì c cũng dần tới a. Vậy nếu tồn tại lim ki 
xoa g (x) 





thì cũng 
ko: toc TK) ca bai ciốy Sẻ bề 
tồn tại lin——- và hai giới hạn ấy bằng nhau. â 
xoa 8(X) 
Nhận xét : (1) Quy tắc LHospital vẫn đúng nếu: 
]) lim f(x)= 0, lim g(4)=0; 


x>= 


2) lim f(x) =®, lim g(x) = œ; 


x—>a 


3) lim f(x) = ®, lim g(x)=% 


x—>œ 
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(2) Nếu lim À 
G32) 8 





= vẫn có dạng 5 hay , các hàm số f(x), g'{x) vẫn thoả 


mãn các giả thiết của quy tắc LHospital, ta có thể áp dụng quy tắc đó một 
lần nữa. 


Ví đự 1 : Tìm các giới hạn sau (dạng Đ) : 


-27 3x” 27 
a) lim P =lim =—. 
*x33x =4x+8 x332x-4 2 




















2 
.„_ {PX—X 2 l—cos“ x ._ Ì+COSX 
b) lim-SŠ—X - siWu-C0E R. cân =li ——=2; 
x>0X_—Sinx x20 Ï—cosx x->Ũ cosˆ x(l—cos X) *©Ù CoS“x 
„ X-§nX ,„ l-c0osx „ sinx | 
€) lim =lim————~ = lim =-_; 
x¬U x x0 3x x^0 ỐX 6 
T h | 
x~arctgx =^ 2 
\ : : 2 h X 
d) lim = lim —L‡+X~ = lim =1. 
Xx->+œ 1 xo»++œ l x->+ø ] + X 
X x? 


Ví đụ 2 : Tìm các giới hạn sau (dạng CS : 
0° 




















có =. 
: : ,_ SỈI“X ,_ SỈX_, 

a) lim = lim ——Ä—=- ]im =- lim ———sinx =I.0 =0. 

x0 COIBX xoo"  Ì xo0"”X x0” -X 

sin”x 
1 

b) lim ——= lim r= lim =0. 

X>+2 X X—>+29 T]X x->+z x1 
c) 

n-! n-2 
,_ T(n—l)x .„.. H(n—l)(n~2)...2,1 

lim —= lim = lim ĐU lim nạn ~2)..21 0 
xo+» eX Xo+#+m @X x->+o e* K—+m e 
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Qua hai Ví dụ b) và c€), ta thấy rằng khi x —› +%, €* là VCL bậc cao hơn 
VỆ, x”, x" là VCL bậc cao hơn VCL Inx hay hàm số mũ e* tăng nhanh nhất, 
rồi đến hàm số luỹ thừa x”, hàm số Inx tăng chậm nhất. 


3.2. Dạng vô định 0.eo và œ — œ 
Việc khử các dạng vô định này được thực hiện bằng cách chuyển chúng về 
các dạng 5 hay sẽ tồi áp dụng quy tắc LHospital. 

œ 


Ví dụ 3 : Tìm các giới hạn sau (dạng 0.œ) : 


1 
a) lim x°lnx = lim _ (dạng =)= = lim số nn lim Š =0; 








x—»0* x0? xoú* Š 
mi xế 
2 
0 : -2 lì 
b) lim4~ x 2y “X =lim_ (dạng —) = lhnc— ¿l6 
.—2 lì x^2 7 1 TL 
Otg— ——.~ _ 
4 4 2 TIX 





Ví đụ 4 : Tìm ñm[ 


k 
.¬— 
2 


G1 —Ẵ€} 0 
Ta có ñmÍ : -)= im( sa = lim kh (dạng —) 
COSX 0 


k ø) (dạng œ — œ). 
COS X 








`. xO2Ã\(COSX  COSX | , ,” COSX 
2 2 2 
... —CO§X 
= lim————=0. 
— ~§inx 


3.3. Các dạng vô định 09, 1°, œo 


Xét hàm số [f(x)]“° (f(x) > 0). Giả sử khi x —> a (hoặc x —> œ) xảy ra các 
trường hợp sau : 


4) f(x) —> 0 và g(x) — 0 : dạng 0 
b) f(x) —> 1 và ø(x) — œ : dạng 1”; 
€) Í(x) —> œ và ø(x) ~> 0 : đạng œo°, 


Vì [f(x)]#® = e*®"“, từ tính liên tục của hàm số mũ, ta có 
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Jm {x).Inftx) 
lim [f()Ƒ”” =e**" | (3.15) 


xi 
(xoz} 


Việc khử ba dạng vô định trên được đưa về việc khử dạng vô định 0.e, 


3? 














Ví đụ 5 : Tìm các giới hạn sau : a) lim x* (dạng 0°; 
x0† 
2 " 
b) limx!* (dạng 1”); ©) lim(cotgx)'"* (dạng œ), 
xi x>0 
' lim (x?1nx) 
Giải. a) lim x” = ex>9 
x—01 
| 
2 át ¿ai TH vs Vy .X? 
Ta có lim x°lnx= lim — *= lim —Š—=~ lim —=Q0. 
x01 xo0* "¬ xo0t 2L xo0* 2 
x? xÌ 
Vậy lim x* =e?=], 
x0” 
2 2 ? 
ñ —— lim——~lnx ,.,„  2Ïnx . S 
b) limx!l*=e**”!* ˆ Tacó lim =lim-Š =~2, 
x—i xoLÏ—X xl—] 
^2_ ] 
Vậy limxI-* =e"2 ==. 
x—l e 
: šÉẺ, lim lncot gx 
€) lim(cotgx)!nx =er20 Inx 5 
x->0 
| =1 - 
c1 I]ICOtEX „. cot#X sinˆx .. —XSinx 
Ta có lim ÈŠ _ lim ®8 =lim mm 
x^0 ]nx x0 LẺ X—Ö COSX.Sin“ x 
X 
ñ —K : | : X 
= lim =-lim .lim =-¬l. 





x0 COS X SỈ X x>U COSX_ x20 sinx 
Ì 


Vậy lim(cot g x)nx =e ch 
x->Ð e 
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§4. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỀ KHẢO SÁT HÀM SỐ 


§4 này nhắc lại, hệ thống hoá và nâng cao kiến thức đã học ở bậc Trung học 


Phổ thông về ứng dụng của đạo hàm trong khảo sát hàm số. 

4.1. Chiêu biến thiên của hàm số 

Định lí 3.6. Cho hàm số f() khả vì trong khoảng (a, B). 

1. Nếu f(x) >Ö với mọi x e (a, b) thì f(x) tăng trong khoảng đó. 
2. Nếu f{x) < 0 với mọi xe (a, b) thì fx) giảm trong khoảng đó. 
Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên của hàm số y = €”— x — Ì. 

Hàm số xác định V x e R, ta có 


y' =e*—1,y' =0 khi x =0, y' < 0 khi x <0, y' > 0 khi x > Ö. 
Lập bảng biến thiên 


X —œ 0 +œ 
Ví = 0 + 
y +o TH” g§ _—” t9 


Hàm số giảm trong khoảng (—œ, 0) và tăng trong khoảng (0, +). 








Từ kết quả trên, suy ra bất đẳng thức quan trọng sau 
e*—x- l>0 hay e*> ] +x, Vx 0. 
4.2. Cực trị của hàm số 
Hàm số f(x) gọi là đạt cực đại tại điểm x, nếu có một khoảng mở I, chứa X, 


sao cho f(x,) > f(x), Vx e I,. Tương tự, hàm số f(x) gọi là đạt cực riểu tại 
điểm x; nếu có một khoảng mở Ï; chứa x; sao cho f(;) < Í(x). Vx € 1. 


Giá trị cực đại, cực tiểu gọi chung là cực /rj của hầm số. Điểm tại đó hàm số 
đạt cực trị gọi là điểm cực trị của hàm số (hình 3.4). 
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Chú thích : Giá trị cực đại hoặc cực tiểu của 
hàm số tại xạ chỉ có tính chất địa phương, 
nghĩa là lớn hơn hoặc bé hơn giá trị của hàm 
số “ở lân cận” xạ, chứ không lớn hơn hoặc 
bé hơn mọi giá trị của hàm số trong toàn 
khoảng xác định. Hình 3.4 cho thấy giá trị 
cực tiểu của hàm số tại x = x„ lớn hơn giá trị 
cực đại của hàm số tại x = x,. Hình 3.4 





Điều kiện cần của cực trị 


Định lí 3.7. (định lí Fermat). Nếu hàm số f(x) đạt 
cực trị tại điểm x = xị và có đạo hàm tại điểm đó 
thì f(x,) =0. 


Chú ý rằng nếu f{(x,) = 0 thì chưa chắc f(x) đã đạt 
cực trị tại x = x,. Chẳng hạn, xét hàm số f(x) = xỲ. 
Ta có f(x) = 3x” = 0 khi x = 0, nhưng tại x = 0 
hàm số không đạt cực trị (hình 3.5). Hình 3.5 





Hàm số f(x) cũng có thể đạt cực trị tại những 
điểm ở đó đạo hàm f{(x) không tồn tại. Chẳng 
hạn, hàm số f(x) = |x| đạt cực tiểu tại x = 0, 
nhưng F(0) không tồn tại (hình 3.6). 

Những điểm thuộc miền xác định của hàm số, tại 
đó đạo hàm bằng không hoặc không tồn tại, gọi 
là điểm tới hạn của hàm số, Hình 3.6 





Định lí Fermat và nhận xét trên cho phép ta hạn chế việc tìm cực trị của hàm 
số tại những điểm tới hạn của nó. Những định 1í sau cho ta biết điểm tới hạn 
nào là điểm cực trị của hàm số. 


Điều kiện đủ của cực trị 


Định lí 3.8. Giả sử hàm số f(x) khả vì trong khoảng (a, b) chứa điểm tới hạn 
Xụ (có thể trừ tại điểm Xu). 


a) Nếu khi x vượt qua xạ mà. f{X) đổi dấu từ dương sang âm thì fGÒ đạt cực 
đại tại Xạ. 
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b) Nếu khi x vượt qua xụ mà f(x) đổi dấu từ âm sang đương thì f(x) đạt cực 
tiểu lại Xo, 


c) Nếu khi x vượt qua xạ mà f(X) không đổi dấu thì f(x) không đạt cực trị tại Xo. 
Ví đụ 2: Tìm cực trị của hàm số y = (x -D#x? Ề 


Hàm số xác định Vx e R. Ta có 








2¬ 2(x-l)_ 5x-2 
'=Ñx?+ x-Ù-x 3 =Ẵx?+ = : 
_ ĐEInN 3x — 3x 


Vậy đạo hàm y' = 0 khi x =s và y' không tồn tại khi x = 0. Do đó, y có hai 
Ă.. 2 
điểm tới hạn x = Ô; x==—. 


Xét dấu của đạo hàm bằng cách lập bảng biến thiên: 











X —œ 0 : +Ằœ 
Vy + | _ 0 + 
0 "n +œ 


y ` vớ" NA, _ Sử" 


Vậy hàm số đạt cực đại tại 0, đạt cực tiểu tại Ẵ Y„„ = Y(0)= 0, 


-v(2)--2 LÊ 
Ÿ min 5 5 25 3 


Định lí 3.9. Giả sử hàm số f(x) có đạo hàm cấp hai liên tục ở lân cận điểm Xọ 
và f(¿) = 0. 


a) Nếu f”(x¿) > 0 thì f(x) đạt cực tiểu tại Xạ. 
b) Nếu f*(x¿) < 0 thì f(x) đạt cực đại tại Xọ. 


Ví dụ 3 : Tìm cực trị của hàm số y = 2sinx + cos2x. 
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Hàm số xác định Vx e R và tuần hoàn với chu kì 2z nên chỉ cần xét trên 
đoạn [0, 2z]. 
Ta có y“ =2cosx — 2sin 2x = 2(cosx — 2sinxcosx) = 2cosx(l — 2sinx) ; 


y' =0 khi cosx = 0 hay 1 — 2sinx = 0, tức là khi 


T 3m T1 57m 
X=-,X=—,X=—,X=—; 
2 2 6 6 


y” =- 2sinx — 4cos2x ; 


y Z]-22-4.2=-3<0: 
6 2 2 


y⁄(Š)=-21+41=2>0: 
2 
⁄(#]*-22-44=-8<0: 
6 2.2 
„( 3m 
Y{ 3 J=-2Ð-4D=6>0. 
Vậy hàm số đạt cực đại tại .. và x = `”, đạt cự tiểu tại x=. và x=T, 


TL Šm 1.1.3 
(Ymax)i = ma } = 1(z] -;(#) S347 Rg Ta 


(Ymm) =y|2]=21-L=1, (Wmn); =(Z)=zcn-l =-3. 


4.3. Giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số trên một đoạn 

Ta nói tại điểm x, hàm số f(x) đạt giá trị lớn nhất (hoặc bé nhất) trên đoạn 
[a, b] nếu Vx e [a, b} ta có f(x,) > f(x) (hoặc f(x,) < f()). 

Giả sử tại điểm x, e [a, b] hàm số f(x) đạt giá trị lớn nhất (hoặc bé nhất) trên 
đoạn [a, b]. Nếu x, e (a, b) thì điểm đó phải là điểm cực trị của f(x) (tất 
nhiên cũng là điểm tới hạn). Nhưng cũng có thể x, là một trong hai điểm 
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Aaxx à# 
DU 


S 
K 


mút a, b. Do đó, để tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số f(x) trên đoạn 
[a, b}, ta làm như sau: 


L. Tính giá trị của f(x) tại các điểm tới hạn của nó và tại haì mút a, b. 


2. Giá trị lớn nhất (bé nhất) trong các giá trị tính được ở trên là giá trị lớn 
nhất (bé nhất) phải tìm. 


Ví dụ 3 : Tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số : 
f(x) = x`— 3x? + 1 trên đoạn |~z44: 
Ta có f(x) = 3x” ~ 6x = 3x(x — 2). 
Vì hàm số f(x) có đạo hàm tại mọi x nên những điểm tới hạn chỉ có thể là 
những điểm ở đó f(x) = 0, nghĩa là khi x = 0 và x = 2 ( đều thuộc (=24) ). 


Giá trị của hàm số f(x) tại các điểm tới hạn là: f(O) = 1, (2) = — 3. Giá trị 


của hầm số f(x) tại hai mút =5 và 4 là: {-}) =g: Ñ(4) = 7. 


Do đó, trên đoạn I-z+| hàm số f(x) đạt giá trị lớn nhất là 17 tại x = 4 và 
đạt giá trị bé nhất là —3 tại x = 2. 
4.4. Sự li, lõm và điểm uốn của đồ thị hàm số 


Đồ thị của hàm số y = f(x) gọi là ¿đi trong khoảng (a, b) nếu mọi điểm của 
nó nằm phía dưới mọi tiếp tuyến của nó trong khoảng ấy, gọi là /Zm trong 
khoảng (b, c) nếu mọi điểm của nó nằm phía trên mọi tiếp tuyến của nó 
trong khoảng ấy (hình 3.7). 


4 
' 
‹ 
{ 
h 
' 
Ị 

ec 





Hình 3.7 
Điểm phân chia phần lồi và phần lõm của đồ thị của hàm số gọi là điểm uốn 
của nó. 


Ta thấy ngay rằng, tại điểm uốn tiếp tuyến cắt đường cong vì về một phía 
của điểm đó thì đường cong nằm dưới tiếp tuyến, còn vẻ phía kia đường 
Cong nằm trên tiếp tuyến (hình 3.8). 


y 


Định lí 3.10. Nếu tại mọi điểm của khoảng (a, b), f'{x) < 0 
thì đường cong y = fQ) lôi trong khoảng đó. Nếu tại mọi 
điểm của khoảng (b, c), f'(x) >0 thì đường cong y = f@ 
lõm trong khoảng đó. 


Chứng minh: Giả sử f'{x) <0, Vx e (a, b). Lấy điểm xụ 
tuỳ ý trong (a, b) và vẽ tiếp tuyến của đường y = f(x) 





tại điểm ấy. Phương trình của tiếp tuyến là; 
r Y 
y = Ẩ(Xu) + (Xg)(X — Xạ). ỳ 
: 
Gọi tung độ của điểm nằm trên đường cong y = f(x) Yc 
có hoành độ x là y„„ tung độ của điểm nằm trên đường 
tiếp tuyến có cùng hoành độ x là y (hình 3.9), ta có 















Yc— Yr= Ẩ(X) ~ Í(Xu) — F(Xạ)(x ~ xụ). Xo-X 
Áp dụng định lí Lagrange hai lần liên tiếp, ta có Hình 3.9 

Yc~ Yr= [ÍŒu + Ô(x ~ xo) — fQu)](X — xo) = F( xụ + Ö, ÔX — xụ)) Ô(x — xj, 
trong đó 0 < 9 < 1,0 < 8,< 1, Suy ra ye— yy< 0, Vì xạ và x là những điểm lấy 
tuỳ ý trong (a, b) nên mọi điểm của đường y = %) đều nằm dưới mọợi tiếp tuyến 
của nó trong khoảng (a, b). Vậy đường y = f@) lồi trong (a, bì. 
Phần còn lại của định lí chứng mính tương tự, 
Căn cứ vào định nghĩa của điểm uốn, từ định lí 3.10 suy ra hệ quả sau: 
Nếu f'(a) = 0 hoặc f'(a) không tôn tại và khi đi qua điểm x = a, f'{x) đổi 
đấu thì điểm trên đường cong có hoành độ a là điểm uốn. 


Ví dụ 4: Xét sự lôi lõm và tìm điểm uốn của hàm số y = 3x* ~ 4xẺ + ]. 
Hàm số xác định Vx e ÏR. Ta có y' = 12x” — 12x?; 
y”= 36x” — 24x = I2x(3x — 2) ; 


y” =0 khi x = 0 hoặc xã 


lIó 


Xét dấu của y'” bằng cách lập bảng: 








©l¿+2|t 


+ 
y Lõm Lồi Lõm 





Vậy đồ thị của hàm số lồi trong khoảng (sŸ) › lõm trong các khoảng (—œ, Ø) và 


(‡+s} Hai điểm (0, 1) và ) là hai điểm 
Bộ 3 27 


tốn. 


4.5. Tiệm cận 
(4) 
Đường thắng (A) gọi là tiệm cận của đường cong 
(C) nếu khoảng cách õ từ một điểm chạy M(x, y) 
trên đường cong đến (A) dần tới không khi điểm o (C) 
M chạy ra vô cùng trên (C) (hình 3.10). Hình 3.10 
Như vậy, đường cong chỉ có thể có tiệm cận nếu trên đường cong ấy có điểm 
chạy ra vô cùng, nghĩa là phải có nhánh vô cùng. 





Có ba loại tiệm cận: tiệm cận đứng, tiệm cận ngang và tiệm cận xiên. 
4.5.1. Tiệm cận đứng 


Nếu lim f(x) = œ thì đường thẳng x = xụ là tiệm cận đứng của đường y = f(x). 


KĂg, 


Ví dụ Š : 


1 : ào Xa xi c Ù 
a) y=—=>œ khi x —> 0 nên x =0 là tiệm cận đứng của đường y =—. 
X X 


] 1 
b) y=e* —+œ khi x -> 0, y=e* —>0khi x — 0”. Đường x = 0 là tiệm 
| 
cận đứng một phía của đường y = e*. 


4.5.2. Tiệm cận ngang 


Nếu lim f(x) =b thì y = b là tiệm cận ngang của đường y = f(x). 
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Ví đụ 6: 

1 1 
y=e* —>I khi x—>œ, nên y = 1 là tiệm cận ngang của đường y = e*. 
4.5.2. Tiệm cận xiên 
Nếu lim f(x)=+e hay J"m f(x)=~œ thì đường y = f(x) có thể có tiệm cận 


x¬—>+œ 
xiên. Nếu tồn tại các giới hạn: k= lim —^ˆ Lê D (3.16) 
xo+?® X 
b= lim [f(x)- kx] (3.17) 


thì đường thẳng y = kx + b là tiệm cận xiên của đường y = f(x) khi x —> +eo. 

Nếu một trong hai giới hạn trên không tồn tại thì đường y = f(x) không có 

tiệm cận xiên khi x —> +œ. 

Khi x ~> ~œ, ta cũng xét tương tự. 

Ví dụ 7 : 

Tìm tiệm cận xiên khi x —> +œ của đường y = x aTCfEX. 

Hàm số xác định Vx e IR. Vì lim xarctgx =+œ nên có thể có tiệm cận 
x—-+= 


xiên. Ta có k= lim Ý= lim arctgx =5 ; 


X>+?X x+o 


b= lim (y-kx)= lim (xarctgx— — x) 
xe~+” x +” 2 











ArCgX— ~ 0 
= lim n X(arctgx=2)= lim ————^2 (dạng —); 
x->+o 1 0 
X 
1 
: l+x? x? 
Dùng quy tắc LHospital, ta có b= lim JtX~ ~~ lim —=-I. 
xem]. x—¬+e® x“ +Í 
x2 
Vậy đường tiệm cận xiên khi x —> +œ của đường y = xarctgx là đường 
T 
=—Xx~]. 
lK— 


Bạn đọc hãy tìm tiệm cận xiên khi x —> —œ của đường y = x arctgx. 
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3 





Ví dự 8 : Tìm các đường tiệm cận của đường cong y = : —: 


—X 
Hàm số xác định với mọi x +3. Khi x—> +43, y —y œ, vậy x=-3 và 
x=3 là các tiệm cận đứng. 


Khi x —> + œ, thì y —> ~ œ, đường cong có một nhánh vô cùng khi x —> + œ; 


Khi x —› ~ œ, thì y —> +œ, đường cong có một nhánh vô cùng khi x — — œ, 
3 
Ta có k= lim Š= lim —“——= 
x>»‡?2X xx‡Ð x3-—x ) 


—TỶp 





x 
b= lim (y~ kx) = ba mm] 





xo^‡©\ 3 — x 
- X+3X—NP 
= li = lim =9. 
x->‡m 3—x? x+‡*+o3~x“ „ 


Vậy y = — x là tiệm cận xiên của đường cong đã cho (chung cho cả hai 
nhánh vô cùng). 


Nhận xét: Tiệm cận ngang là trường hợp riêng của tiệm cận xiên. Thật vậy, 
nếu lim f(x)=b thì từ các công thức (3.16), (3.17), ta được k = 0; y=blà 
tiệm cận của đường y = f(x). 

4.6. Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y = f(x) 

Sơ đồ khảo sát 

1. Tìm miền xác định của hàm số; 

2. Xét tính chắn, lẻ, tính tuần hoàn của hàm số (nếu có); 

3. Tìm giao điểm của đường cong đối với các trục toạ độ (nếu có); 

4. Tìm các đường tiệm cận của đường cong (nếu có); 


5. Xét sự tăng giảm, cực trị của hàm số; xét sự lồi, lõm và tìm điểm uốn của 
đường cong (nếu có). Lập bảng biến thiên, 


6. Vẽ đường cong. 
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Yí dụ 9: Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y = ¬ 
—x?. 


1. Hàm số xác định và liên tục với mọi giá trị của x, trừ tạ x=v3 và 


x=~3, ở đó hàm số gián đoạn. 





xin 3 cay 3 
2. Hàm số lẻ vì: f(—x) = s =—z=-f@). 
3-C—x)⁄ 3—x 


Vậy đường cong đối xứng đối với gốc toa độ O, do đó chỉ cần khảo sát với x > 0, 
3. Khi x =0, y =0: đồ thị đi qua gốc toạ độO. ˆ 
4. Đường cong có hai tiệm cận đứng : x=+v3 và tiệm cận xiên y = — x 
(xem 4.5. ví dụ §). 
5. Tính các đạo hàm cấp một và cấp hai : 
,_(3—X”)3x)—xÌ(~2x) _ 9x2-x' x?(0-x?), 
g-xy x7? @=kY” 








y' =0 khi x =0 và x = 3; y' không tồn tại khi x = V3. 


„_ (3~x”) (8x —4x?)—(9x? — x®).2.(3~ x?)(~2x) _ 6x +9) 
lậc @-x?# @-x?)! 





=0 khi x =0; y” không tồn tại khi x = ⁄3, nhưng tại điểm ấy hàm số đã 
cho gián đoạn, nên không có điểm uốn. 


Ta có bảng biến thiên ; 








X | 0 3 3 +œ 
v 0 + + 0 — 
tr 0 + “. —' 





2 —Ằ®œ 
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6. Căn cứ vào bảng biến thiên, ta vẽ 
được phần đường cong nằm bên phải 
trục Oy. Để có được phần đường cong 
nằm bên trái trục Oy, chỉ cần lấy đối 
xứng qua tâm O phần đường cong đã vẽ 
(hình 3.11). 


Ví dụ 10 : Khảo sát và vẽ đồ thị của 


hàm số y = 2cosx + sin2x. 





1. Hàm số xác định và liên tục với mọi 





giá trị của x. Hình 3.11 


2. Hàm số không chắn, không lẻ, tuần hoàn với chu kì 2x. Vậy chỉ cần khảo 
sát trên đoạn [0, 2]. 

3. Đồ thị cắt trục Oy tại điểm (0, 2) vì (0) = 2 và cắt trục Ox tại những điểm ở 
đó 2cosx + sin2x = 2cosx + 2sinxcosx = 2cosx(l+ sinx) = 0, tức là khi cosx = 0 


hoặc sinx = —1. Vậy đồ thị cắt đoạn [0, 2z] của trục Ox tại x =5 Và x= s : 


4. Các tiệm cận: không có. 
5.y' =— 2sinx + 2eos2x = — 2sinx + 2(1 — 2sin?x) 


=~— 2(2sin?x + sinx — 1) = — 2(2sinx ~ 1)(sinx + 1); 


y' =0 khi sinx = ỹ hoặc sinx = — 1. Vậy y“ = 0 trên 





đoạn [0, 2m] tại x = X BI = BIẾ 
6 6 2 
y” =- 2cosx - 4sin2x = — 2cosx(1 + 4sinx), 
y” = 0 khi cosx = 0, tức là khi x=s =_ 
hoặc sinX=~2. Hình 3.12 
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Trên đường tròn lượng giác, ta thấy trong [0, 2m] có hai giá trị œ,, 


G; Sao cho 
Sỉn œ, =sing; =n. (hình 3.12), Vậy trên [0, 2m], y” =0 khi x bằng 
= œ sả, và 
2 + Đị, 2 , œ,. 


Ta có bảng biến thiên Sau; 





2 
y 2 Pa Z kế _33 ` điểm 
2a 2- điểm điểm h 
——>—7 điểm \ } uốn 
é Y uốn Y bốn ng 
tải DU - Đi Lỗi Lõm Lồi 
6. Căn cứ vào bảng biến thiên, ta vẽ được phần của đồ thị hầm số trong 
khoảng đóng [0, 2m]. Sau đó tịnh tiến theo những vectơ (2kn, 0), k e Z để 
được toàn bộ đồ thị (hình 3.13), 





Hình 3.13 
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§5. ĐƯỜNG CONG CHO BỞI PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ 


3.1. Phương trình tham số của đường cong 


=q( 
Cho hệ hai phương trình h # Q«tsg, (3.18) 


y=ự() 
Gọi M là điểm trong mặt phẳng toạ độ Oxy có toạ độ (ọ(9, (9). Khi t biến 
thiên trong [œ, B], điểm M vạch thành một đường cong C nào đó. Các phương 
trình (3.18) gọi là phương trình tham số của đường cong C, t gọi là tham số, 
Ví dụ ï: Viết phương trình tham số của đường elip có tâm tại gốc toạ độ, hai 
bán trục là a và b. 


2 2 


Như đã biết, phương trình của đường elip có dạng Š— + m. =1. 
a 
ZacotL - 
Đặt Ễ ~cost, Ÿ =sint, ta được _ Bài (3.19) 
a b y =bsint. 
Đó là phương trình tham số của đường elip. Đặc biệt, nếu a = b = R thì 
= Rcost 
Ệ khu (3.20) 
y=Rsmt 


là phương trình tham số của đường tròn tâm O, bán kính R. 
3.2. Sơ đồ khảo sát và vẽ đường cong cho bởi phương trình tham số 


Trình tự tiến hành như sau: 

1. Tìm miền xác định, các điểm gián đoạn của các hàm số x = @(1), y = ự(); 

2. Xét tính đối xứng, tính tuần hoàn (nếu có) ; 

3. Tìm các tiệm cận của đường cong (nếu có). Nếu khi t —> tụ (hoặc t —> +œ) mà 

hoặc x, hoặc y, hoặc cả x và y đều dần tới vô cùng thì đường cong có thể có 

tiệm cận. 

Nếu lim @(t)=a và lim ự(t)= +œ, thì đuờng cong có tiệm cận đứng x = a. 
t3) q2) 

Nếu lim ọ(t)= +œ và lim w(t) = b, thì đường cong có tiệm cận ngang y = b. 


t—>tụ ttụ 
(t->+e) (I->+©) 


123 


Nếu cả @() và ự() đều dần tới vô cùng khi t —> t, (hoặc t —> ‡œ) và nếu 


lim b AI lim [ự(t)~ k@(t)]=b, thì đường cong có tiêm cận xiên 
KẾ 2 Tai 
y=kx+b 


4. Khảo sát đạo hàm của x, y, xác định các điểm tại đó Xị, Y, triệt tiêu và 
xác định dấu của x/, y/. Lập bảng biến thiên gồm các đòng t, x:, x, yí, y 
để ghi lại các kết quả trên. 
5. Để vẽ đường cong chính xác hơn, ta tìm các điểm đặc biệt (nếu có) của 
đường cong như: giao điểm của đường cong với các trục toạ độ, tiếp tuyến 
với đường cong tại các điểm ấy. Hệ số góc của đường tiếp tuyến với đường 
cong tại điểm ứng với tham số t được tính bởi: 
;„_ dy _ y()dt „>( 
dx x@dt x()' 
Nếu không quá phức tạp, hãy tìm đạo hàm cấp hai của y đối với x: 
y=0y  d Km _Ắx@y)-y'Œx'q) 1 _ x)y'@-y(x”@) 
1` dx? dx(X{9) xÂ() x9) x”q) 


để xét sự lồi, lõm và tìm điểm uốn của đường cong. 








Ví đụ 2: Khảo sát và vẽ đồ thị đường hình sao (đường axtrôit) 


3 
X=acos”t 

: (a>0). 
y=asin”t 


Các hàm số x(t), y(t) xác định và liên tục với mọi t c lR, miền giá trị của 
chúng là khoảng đóng [- a, a]. Vì các hàm số x(t), y()-là tuần hoàn chu kì 
2m nên chỉ cần khảo sát đường cong trong khoảng [— mr, m]. 

Khi đổi t thành - t thì x(t) không đổi còn yŒ) đổi dấu, nên đường cong nhận 
trục Ôx làm trục đối xứng. Vậy chỉ cần khảo sát đường cong trong khoảng 
[0, x], rồi thực hiện phép đối xứng qua trục Ox. 

Khi đổi t thành œ - t thì x(t) đổi đấu, còn y( không đổi nên đường cong 
nhận trục Ôy làm trục đối xứng. Vậy chỉ cần khảo sát đường cong trong 


Ẳ 


khoảng Io2] rồi thực hiện phép đối xứng qua trục Oy, 
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Khi đổi t thành ch thì x(0 đổi thành y(t), y() đổi thành x(Ð, đường cong 
nhận đường phân giác thứ nhất làm trục đối xứng. Ta chỉ khảo sát đường 
cong trong khoảng la] rồi thực hiện phép đối xứng qua đường phân giác 


thứ nhất. Ta có x; = ~3acos”t.sint; y¡ = 3asinŸ t.cost. 
Trong khoảng la2] „X¿=0, y¿=0 khit=0, 


© 3asin°tcost 
Vì y, =Št= 


TT Ta“ tgt nên y, =0 khi t = 0. Vậy tiếp tuyến của 
X:y_ —3acOS“tSint 


đường cong tại điểm (a, 0) nằm ngang. 


Đối với đạo hàm cấp hai Y„¿z, tA CỐ y; = >0 trong khoảng 


3acos't sin t 


H . Suy ra, đoạn đường cong ứng với t e lo] là lõm. 


Bảng biến thiên 




















¬ Hình 3.14 


Căn cứ vào bảng biến thiên, ta vẽ đoạn đường cong ứng với t c lo) . Sau 


khi thực hiện các phép đối xứng nói trên, ta được đường axtrôit vẽ ở hình 3.14. 


125 


Ví đụ 3: Khảo sát và vẽ đường cong cho bởi phương trình 


3at 
l+t 
3at? 
1+t 





x= 
(a>0). 





Các hàm số x(t), y(Ð) xác định với mọi giá trị t e IR trừ t= — I. 


Ta có, với mọi t # — 1, (l)= y() và ví ) x(t), đường cong nhận đường 


phân giác thứ nhất làm trục đối xứng. Do đó, chỉ cần khảo sát đường cong 
trong khoảng (-l, 1], rồi thực hiện phép đối xứng đối với đường phân giác 
thứ nhất. 


Khi t~> — 1 thì cả x lẫn y đều dần tới vô cùng, và có: 








kelin2=ivasi 
t?TI XU) tonI 
b= lim [y()~kx()]= ñm[ 35+ m.)- 
l+t' l+t 
SN 3at(Œ +l) = lim — 
Hà |J+t' - pà-l]—t+t 


Vậy y =— x - a là tiệm cận xiên. 


Các hàm số x(t), y(t) đều khả vị trên (— 1, 1] và với mọi te (— l, 1], ta có 


_ 2.3 
Xị=3A- TT; x =0 khí tk, 
q+t) Ÿ2 
tận đê) Ti =0 khi t= 0. 
(+t) 
3y t2-—t) | 
Vì y¿ =#; =———ˆ,nên y„ =0 khit=0, y =œ khi t=—>. 
sã X( 1-20 ` " 2` 
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[{ø)-*#*(œ)>*P) 


Vậy tiếp tuyến với đường cong tại điểm (0, 0) nằm ngang, còn tại điểm 
(aŸ4,a2) tiếp tuyến thẳng đứng. 


Từ các kết quả trên , ta suy ra bảng biến thiên của x, y: 




















1 
f —] 9 ‡5 1 
Xi + + 0 = _ 
_—_—” aÈ4 3a 
x ốc, oi 
Vì _ 0 + + _ 
3a 
+œ 3⁄2 bi 


Căn cứ vào bảng biến thiên, ta vẽ đoạn đường 
cong ứng với t e (—1, !]. Sau khí thực hiện phép 
đối xứng đối với đường phân giác thứ nhất, ta 
được toàn bộ đường cong (hình 3.15). 


Đường cong đó gọi là đường hình lá để-các. 





Hình 3.15 


127 


§ 6. ĐƯỜNG CONG TRONG HỆ TOẠ ĐỘ CỰC 
6.1. Hệ toạ độ cực.Trên mật phẳng chọn  y 
một điểm O cố định gọi là cực và một nửa 
đường thẳng Ox nằm ngang, trên đó chọn 








y =rsinefF-=~=-~~=-===z : 
một véctơ đơn vị, gọi là trục cực. Khi đó, 
vị trí của một điểm M trong mật phẳng được 
hoàn toàn xác định bởi: r =lOML và 


@=(;OM) (hình 3.16), ọ là góc định hướng. Hình 3.16 


Các số r và ọ gọi là foa độ cực của điểm M, r là bán kính cực, @ gọi là góc 
cực. Theo định nghĩa thì 0 < r < + œ, ~ œ < @ < + œ. Nếu chỉ xét 0 < @ < 2m 
thì mỗi điểm M trong mặt phẳng, trừ cực O, ứng với một cặp số (r, @) duy 
nhất, ngược lại, mỗi cặp số (r, ) ứng với một điểm M duy nhất trong mặt 
phẳng. Đặc biệt, đối với cực O thì r = 0 và ọ lấy giá trị tuỳ ý. Như vậy, trừ 
cực O, có một sự tương ứng I— 1 hai chiều giữa tập hợp các điểm trong mặt 
phẳng và tập hợp các toạ độ cực của chúng. 

Nếu ta chọn hệ toạ độ đề-các vuông góc sao cho gốc O trùng với cực, trục 
Ox trùng với trục cực thì giữa hệ toạ độ đề-các và hệ toạ độ cực có công thức 


liên hệ sau: x=rcos0, y=rsin (3.21) 
và ngược lại: r= vx? + y? : tgọ=” ˆ (3.22) 
X 


Chú ý rằng, có hai góc @ thoả mãn hệ thức (3.22). Do đó, cần chọn góc @ 
sao cho sín @ cùng dấu với y(vì y =r sin @). Ví dụ, toạ độ cực của điểm 


ANH : 7 
(1,1)là (%3). nhưng toa độ cực của điểm (I, — 1) là (4z) 
Nhận xét : Trong nhiều trường hợp, nhất là khi vẽ đường cong, người ta còn 
dùng hệ toạ độ cực mở rộng: —œ < r < + œ, —œ < ( < + œ, Khi đó, mỗi cặp 


số (r, o) ứng với một điểm M trong mặt phẳng, nhưng ngược lại, mỗi điểm 
M trong mặt phẳng ứng với vô số cặp (r, ọ + 2km) hoặc (- r, sọ + + 2k). 
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6.2. Phương trình đường cong trong hệ toạ độ cực 

Phương trình r = r(p) biểu thị mối quan hệ hàm giữa r và ọ, xác định cho ta 
một đường cong nào đó trong hệ toạ độ cực. Thật vậy, với một giá trị ọ nằm 
trong miền xác định của hàm số r(@), ta xác định được một giá trị r = r(@) 
tương ứng. Do đó, xác định được một điểm M trong mặt phẳng. 

Cho ọ thay đổi, điểm M sẽ di chuyển và vẽ nên một đường cong trong mặt 
phẳng, gọi là đồ thị của hàm số r = r(@). Phương trình r = r(@) gọi là phương 
trình đường cong trong hệ toạ độ cực. 

Ví dụ 29: Phương trình r = a (a > 0) là phương trình đường tròn, tâm là cực 
O, bán kính a trong hệ toạ độ cực (hình 3.17). 

Phương trình r = 2acos @ (a > 0) là phương trình đường tròn, tâm tại điểm 
(ứ, @) với r = a, ọ = 0, bán kính a trong hệ toạ độ cực (hình 3.18). 

Phương trình r = 2asin @ (a > 0) là phương trình đường tròn, tâm tại điểm 


(r, 0) VỚI r= a, @= : „ bán kính a trong hệ toạ độ cực (hình 3.19). 





Hình 3.17 Hình 3.18 Hình 3,19 


6.3. Tiếp tuyến của đường cong trong hệ toa độ cực 
Cho đường cong có phương trình trong toa độ cực là: r = r(@). Gọi M là một 


điểm trên đường cong có toạ độ cực (r, (0) và toạ độ vuông góc tương ứng là 


X =rCOS0 = r(0)coS 
bi T221 17 7 NÓ co 
y =rsino =r(@)sino. 
Đây chính là phương trình tham số của đường cong đã cho, tham số là góc 


cực @. 
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j... 


Gọi œ là góc giữa tiếp tuyến với đường cong tại M và trục Ox (hình 3.20), ta 
c1 TC đy _ Yạ _ PỘ toi f(@)coso 

dX xạ r{(@)cosp- r(@)sin @ 
TˆSỈn (@ + rcos 


hay tgœ =— ——. 
T COS@— rsin @ 





Gọi V là góc giữa bán kính cực của điểm M và tiếp 
tuyến với đường cong tại M, ta có Hình 3.20 


œ=V+o, suy ra: V =œ~ @ và tgV = tg(œ ~ ọ) =- E0 —tE0 
1+tgơœ.tgo 


xử TNG Ẫ sin 
Thay biểu thức của tgŒ và tgp=—' 
cos 





'P vào biểu thức trên của tgV, ta được: 
@ 


tgV=—. 
ĩ 


Như vậy, dựa vào phương trình của đường cong r = r(o), ta tìm được tgV tại 
mỗi điểm của đường cong, từ đó xác định tiếp tuyến với đường cong tại điểm 
đó. Đặc biệt, nếu tgV = 0, tiếp tuyến trùng với bán kính cực; nếu tgV = œ, tiếp 
tuyến thẳng góc với bán kính cực. l 
6.4. Sơ đồ khảo sát và vẽ đường cong trong hệ toa độ cực 
Trình tự tiến hành như sau: 
1. Tìm miền xác định của hàm số. 
2. Xét tính đối xứng, tính tuần hoàn của hàm số. Nếu hàm số r(@) tuần hoàn 
với chu kì œ thì chỉ cần khảo sát và vẽ đường cong trong một khoảng có độ 
dài œ. Ta nhận được toàn bộ đường cong từ phần đường cong đã vẽ bằng 
những phép quay liên tiếp tâm O và các góc quay @, 2œ, ... Nếu r(@) là hàm 
số chẩn thì đường cong nhận trục cực làm trục đối xứng (hình 3.21a). 

. Nếu r(@) là hàm số lẻ thì đường cong nhận đường thẳng đi qua gốc cực, 
thẳng góc với trục cực làm trục đối xứng (hình 3.21b), 
3. Tìm đạo hàm r = (0) và xét dấu của r' để xác định các khoảng tăng, 
giảm của r theo ọ. 
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+ My(o, r(o)) 


2 Mạko, ~o)) 





a) 
Hình 3.21 


M;(-ø, r(-o)) Mi(o, r(@)) 


4. Tìm tgV tại các điểm đặc biệt. Ghi tóm tắt các kết quả thu được trong 


bảng biến thiên. 


5. Vẽ đường cong. 


Ví dụ I: Khảo sát và vẽ đường hình tim (đường cardioide có phương trình: 


r= a(] + coso), a > 0. 


Hàm số xác định và liên tục với mọi @e IR. 


Hàm số tuần hoàn với chu kì 2m, đo đó chỉ cần khảo sát đường cong trong 


khoảng [—z, x]. 


Hàm số chấn, vậy ta cho ọ biến thiên trong khoảng [0, x], rồi thực hiện phép 


đối xứng qua trục cực. 


2cos? + 











r' =- asino, Dan. nc 
J, 7N 2sin° cos“ : : 
2 2 
suy ra V= kinh 
2 2 
Ta có bảng biến thiên sau: 
TL 7t 3m 
0 "¬ “2 mà 
: Ñ 32 ng c. 
r | _ 
ĩ 2a a 0 
tgV —œ ¬I 0 


—+ 


T1 
2 * 
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Căn cứ vào bảng biến thiên, ta vẽ được phân Y 

đường cong tương ứng với @ e [0, rœ], lấy đối 

xứng qua trục cực, ta nhận được toàn bộ đường 

cong (hình 3.22). % 


Ví dụ 2: Khảo sát và vẽ đồ thị đường xoắn ốc loga: 
r=ae*°,a>0,À.>0, Hình 3.22 
Hàm số xác định và liên tục với mọi  e IR. Hàm số không tuần hoàn và 


cũng không chăn, không lẻ. Ta có, với mọi @ e lR: 


xạ 
tha) cÈ® > 0; tgV =< =- Ốc, 
rf aÀAe?° À, 


Vậy góc V không đổi, và đặc tính của đường xoắn ốc loga là tại mọi điểm, 
tiếp tuyến luôn làm với bán kính cực một góc không đổi. Ta có bảng biến 
thiên sau: 








Chú ý rằng r() —> 0 khi @ —> — œ, ta nói rằng cực O 
là một điểm tiệm cận của đường xoắn ốc loga (hình 
3.23). 

Từ bảng biến thiên ta vẽ được đường xoắn ốc loga 
(hình 3.23). Hình 3.23 
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S3 Si Š 
MŠ 


CÂU HỎI ÔN TẬP 
1, Công thức số gia hữu hạn. Phân biệt công thức đó với công thức tính gần 
đúng bằng vi phân. 
2. Quy tác L/Hospital có thể áp dụng được cho những trường hợp nào? 
3. Công thức Taylor. Khai triển Mac Laurin của vài hàm số sơ cấp. 


4. Điều kiện cần của cực trị. Điều kiện đủ của cực trị. Quy tắc tìm cực trị của 
hàm số một biến số. 


5, Quy tắc tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của hầm số trong một khoảng đóng. 
6. Định lí về sự lồi, lõm, điểm uốn của đồ thị của hàm số y = f(x). 


7. Quy tác tìm tiệm cận của đồ thị hàm số y = f(x). Đề thị của y = f(x) có 
thể vừa có tiệm cận xiên, vừa có tiệm cận ngang khi x —> + œ được không? 


8. Sơ đồ khảo sát hàm số y = f(x). 
9, Sơ đồ khảo sát và vẽ đường cong cho bởi phương trình tham số. 


10. Định nghĩa toạ độ cực. Sơ đồ khảo sát và vẽ đường cong cho bởi phương 
trình trong hệ toạ độ cực. 


11. Các mệnh đề sau đúng hay sai? 

a) Nếu f(x) > 0, Vxe(a, b), thì f(x) tăng trong khoảng (a, b). 

b) Nếu f(x) khả vi và tăng trong khoảng (a, b) thì f(x) > 0, Vx e (a, b). 
c) Nếu f (xụ) = 0 thì f(x) đạt cực trị tại x = Xạ. 

đ) Nếu f(x) đạt giá trị lớn nhất trên [a, b] tại điểm x„e[a, b] thì f(x) = 0 
e) Nếu f'{x) = g'(x), Vxe[a, b] thì f(x) = g(x), Vxe[a, b]. 


?) Nếu f'(xạ) = 0 thì đồ thị của hàm số y = f(x) có điểm uốn tại x = Xọạ. 
8) Giả sử f(x) và gí(x) khả vi liên tục trên [a, bị, xạ  [a, bị, 


lim f(x)= n8 ` 8OX) = œ,ø'(x) #0,VX sỈa, bị. Nếu tồn tại lim f0) thì 
x—xụ x>xo (x) 


cũng tồn tại lim ——ˆ Sa }w m 1 _ lim cói, 
x->Xụ si] ` kh gŒ&) xo ø(X) 
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h) Với những giả thiết như câu g, nếu không tồn tại lim Km thì cũng 
Xu #g(X 


không tôn tại lim ——^ te) 
X—>Xp gŒœ)_ 


1) Nếu tồn tại một trong hai giới hạn lim — ^^ t6) , lim ——^ cá bộ, 
x¬>Xg gGœ&)” x¬*ụ g@œ x) 


cũng tồn tại và hai giới hạn ấy bằng nhau. 


thì giới hạn kia 


BÀI TẬP 
1, Chứng tỏ rằng hàm số f(x) = x - x? thoả mãn định lí Rolle trên các 
khoảng - I < x <0 và 0 <x< I. Hãy tìm các giá trị c tương ứng. 
2. Chứng tỏ rằng, giữa hai nghiệm của hàm số f(x) = x? — 4x + 3 có một 
nghiệm của đạo hàm f(%x). 
3. Hàm số f(x)= Ÿ(x -2)? nhận hai giá trị bằng nhau f(0) = f(4)= 4 4 tại 


hai mút của khoảng đóng [0, 4]. Hỏi hàm số trên có thoả mãn định lí Rolle 
trong khoảng đóng [0, 4] không? 


4. Chứng tỏ rằng hàm số y = Inx thoả mãn định lí Lagrange trong khoảng 
đóng [1, 2], sau đó tìm giá trị c. 


5. Dùng công thức Lagrange cho hàm số Inx để chứng minh bất đẳng thức: 


a-b a a-b 
<in 
a b 








6. Viết công thức Cauchy và tìm giá trị c đối với các hàm số: 


4) sinx và cosx trong khoảng đóng EỊ) 


b) x? và vx trong khoảng đóng [I, 4]. 


7, Cho f(x) = x”" ~ x'” + x”' tìm ba số hạng đầu trong khai triển Taylor của 
f(x) ở lân cận x, = 1, áp dụng để tính gần đúng (1,005). 
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8. Cho f(x) là một đa thức bậc 4, biết f(2) = -- 1, Ÿ@2)=0,f') =2,f”(2) =-— 
và f2) = 24, hãy tính: f(— 1), F(0) và F*(1). 


9. Viết công thức Taylor cấp n của hàm số y =— x tại điểm xạ = — I. 


2 
10. Dùng công thức gần đúng e" ~l+x VIÊN tính ca và ước lượng sai số. 


# 
11. Tính sin49° với độ chính xác 10 5. 


12. Dúng quy tắc L' Hospital, tìm các giới hạn sau: 








_ l _ _x _ 
a) lim HH, b) NH e) lim Ỳ—, 
x> X x0 ln(e— X)+ x— Ì x-+ In + ) 
X 
đ) lim HE SP e) lim -ÊX. tBX „ Ð lim COs X Ïn(x—a)_ 
x¬0° Insinx —¬ xtg3x” xoa In(e` =e*) 
g) lim(~x)tg `” ; h) limIn xÌn(x~ 1); 
x¬I 2 x>l 
1) lim x1 ng] k) lim KH] 
x34\X¬3 xˆ-x-6 x+»\(ÏÌnx x—l 
: 1 
Ð lim(I+sin4x)°9; m) lim xI'~Ù, n) lim(e* +x)*; 
x0* x->0 x0 
3 " 
Ø) lim(eos2x)*”; p) lim(tgx)?"^; kế q) lim(cotgx)"*, 
+ % 


.— 


2 


13, Chứng tỏ rằng các giới hạn sau: 





3.2 'ƒ 
X“sin— : 
X—sinx 
a) lim Ä. b) im———, 
x0 SỈNX x¬» X + SỈn X 


không thể tính bằng quy tắc LHospital. Hãy tính các giới hạn ấy bằng 
phương pháp khác. 
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14. Xét sự tăng giảm của các hàm số: 





221. 
a) y = 3x” — 4x`T— 12x? + 5; b) Han, €) y =In|x|. 
Œ&-l) 
15. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 
a)(I+x)"> 1 +nx khi x >0 vàn > l; b) x>lIn(1 + x) khi x >0. 
16. Tìm cực trị của các hàm số : 
a)y =xÌ— 3x?+ 3X + 2; b) y=xVvI—xX” ; 
2 
c) y=x, d)y=x'e* e)y=x?+AxỄ ; 
x+2 
fy =sin?x; ø)y =€"+ 2cosx +e”, 


17. Tím giá trị lớn nhất và bé nhất của các hàm số: 
a)y=xÌ`—3x?—9x +35 (—4<x<4); 


b)y =xÌInx (l <x<e); 
: : 3 
C) y = 2sinx + sin2x Xà doi : 


d) y =arctgx? trong toàn bộ miền xác định. 


18. Cho hình nón bán kính đáy R, chiều cao H. Tìm bán kính r, chiều cao h 
của hình trụ có thể tích lớn nhất nội tiếp trong hình nón. 


19. Xét sự lồi, lõm và tìm các điểm uốn của các đường cong sau: 
a)y= 3X) — 5x'+4; b) y=3-@+2)ÏŸ ; 


c)y d)y=2- |x”-— 1|. 


(+1) 
20. Tìm tiệm cận của các đường cong sau: 


X 


1 
4) Y=————: b) y=xln| e+— |; 
3) x°-4x+3 )y 3 
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c)y=x€”; d) y = X.arCCOtBX ; e) V= Ÿ#x°—-6x?. 
21. Khảo sát và vẽ đồ thị của các hàm số sau: 
4x) - xf 4x+4 
4)y=—————› b)y= -2; 
}y E )y vZ 
X 
c)y= ĩ đ) y= x + 2arccotgX ; e) y = Sin x + cosX. 
Äx?—1 
x=tlnt 


22. Cho Int ›tính y¿ tạit= 1. 


Nạn 
x=lndl+t) ,. .„, .. 
23. Cho „tính y); tạit= 0. 
yv=d l 
24. Khảo sát và vẽ đồ thị các đường cong cho theo tham số: 


2 2 
mmà. ÔNG, b)x=te, y =te `. 





25. Khảo sát và vẽ đồ thị các đường cong cho trong hệ toa độ cực 


a)r=asin3@ (a >0); b)ìr= a-Jcos2 (a>0). 


ĐÁP SỐ 


v3 


L~1<e =—” <0; xi» 8X <1 


2.x = 2 là nghiệm của đạo hàm. 
3. Không, vì f(x) #0 V x2. và f(2) không tồn tại. 


4.c=e- Ì. 
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1. f(x) = 1+ 60(x — 1) +2570(x — 1)? +...; f(1,005) ~ 1,36425. 
8. f(—1) = 143; f0) =— 60; f”(1) = 26. 


n+l 
9, _-l-(x+ )—(x+Đ-..-œ+1)" tứ lý <8<l. 
[-1 +9(x+D)] 
19. 0,781; ö < 0,003. 
11.0,75471. 
12. a2; bi: để đ)1; e) 3; 
3 e-l 
Đecosa — g ~; h)0; Độ: k-—; — De 
TL 5 2 
2. =6 l 
mì) ©; n) ©ˆ o)€ ”; p) l; qQ)—. 
: e 
13. a)0; b)1. 
14. a) (— 1,0) và (2, + œ): tăng; (— œ, — 1) và (0, 2): giảm. 
b) (—l, 1): tăng; (— œ, —1) và (1, + œ© ): giảm. 
€) (0, + œ ): tăng; (— œ, 0): giảm. 
16. a) Không có b) TuT Tà Y 2: 00001 
` c Ymnn 2 ` 2 , max 2 a 2 - 
©) y„„ = Ö tại X = Ôi Vu, n= tại x=4: 
đ) y„„ = 276 ` tại x= 3; e) Không có. 


Ê) Ym¡a = Ö tại Xụ = t với k chẩn. 


Ymax 1 tại Xv— = với K lẻ. 


8) Yau = 4 tại x = 0. 
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N ® % 
C7) ề 


17. 8) Yụa mạ = ÁÔ tại X= — Í¡ Yw mạ = — 4l tại X = — 4. 
b) Ye ma, = €” tẠi X= Ê; Yu mía = Ú tại x= |, 


3⁄3 


4 số. 1 / 3m 
€) Yua nha _.x tại xX= EN Yue má C —2 tẠi Xe 3" 


đ) Yw¿ nạ = Ô tại x = Ô, 
lê. ceS 8, <1 
3 3 


19. a) (— œ, 1): lồi; (1, + © ): lõm; (1,2): điểm uốn; 
b)(-œ;¡— 2): lõm; (— 2, + œ ): lồi; (—2, 3): điểm uốn; 


€Ặ)(œ,—U: lồi; (C1, + œ ): lõm; không có điểm uốn vì tại x = — Ì đường 
cong không liên tục (gián đoạn). 


đ) — œ, 0) và (1, + œ): lôi; (0, 1): lõm; (0, 1) và (1, 2): điểm uốn. 
20. a) x= 1,xz= 3 và y= 0; 


b) Xe và Na xà 
e e 
c€)y=0khi x->—œ 
đ) y= max + l khi x => - ©; y= | khi xœ> +. 
e)y=x~2. 
21. a) y„„„ = 5,4 tại x = 3; điểm uốn: (0, 0) và (2; 3,2); không có tiệm cận. 
b) y„y = — 3 tại x =— 2; điểm uốn: _ tiệm cận đứng: x = 0, tiệm 
cận ngang: y = — 2. 


c) Hàm số lẻ: đường cong đối xứng với gốc O, chỉ cần khảo sát và vẽ đường 


Ñj6n 


cong đối với x > 0, sau đó lấy đối xứng qua gốc Ở; Yajn = ~ 1,37 tại 


K 


x=3 ~1,73; điểm uốn (0, 0) và (3; 1,5); tiệm cận đứng x = Ï. 
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3m . xo se sở : š 
đ) Ymy„ ==——] tại X= — 1, Ymin =Š+Itai X = 1, điểm uốn: 02), tiệm 
2 2 2 
Vân xiên: y = x + 2m khi x —> — œ, ý = x khí x — + 


©) Hàm số chắn và tuần hoàn chu kì 5 chỉ cần khảo sát và vệ đường cong 
trong khoảng loi], tại những điểm còn lại của trục số, đường cong được 
lập lại sau một khoảng bằng chu kì n Yma = Í tại x = 0, Ymin =. tại 


xe”; : điểm uốn: E 3] và (: 3Ì không có tiệm cận. 
4 8 4 8 4 


22. y⁄()=1. 
24. y (0)=1. 
24. 4) Xu„. = 1 tại t= 0 (y =0), đường Cong có một tiệm cận đứng x = ~ , 
b) Xu --1 tạt=—l(y=—e); Yma = tại L= l (x = e) tiệm cận đứng: 
e 
= 0, tiệm cận ngang: y = O; có hai điểm uốn (V2e*2, v2e*? và 

( cc ._V2e*2 ). 

5. 4) Đường hoa hồng ba cánh, Cực O là điểm đường cong đi qua ba lần, tại đó 


tiếp tuyến của CN cong là trục cực và các đường thẳng  = : và @= >. Cực 


: 2 
trị ứng với gêoi sẽ Và 9 =-^”, rlà một hàm số tuân hoàn chụ là SE 


b) Đường lemniscat, Cực O là điểm đường khi đi qua hai lần, tại đó tiếp 


tuyến của đường cong là các đường thẳng @= _ Và (@= s. Cực trị ứng với 


@=0Ovào =ï,rlà một hàm số tuần hoàn, chu kì 1. 
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CHƯƠNG IV. ĐỊNH THỨC - MA TRẬN - 
HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 
MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương này trình bày những kiến thức cơ bản về ma trận và định thức, cách 
tính định thức, tính hạng của ma trận và nghiên cứu tổng quát về các hệ m 
phương trình tuyến tính n ẩn. 

Sinh viên cần nắm được các kiến thức, vận dụng chúng trong việc tính định 
thức, tính hạng của ma trận, giải và biện luận các hệ phương trình tuyến tính 
tổng quát, đặc biệt chú ý đến phương pháp khử của Gauss. 


§I. KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU VỀ MA TRẬN 


® Người ta gọi bảng số (thực hoặc phức) hình chữ nhật A gồm m hàng, n cột 


ân; â\a j‡= địn 
A=l 8z + 8 
Âm ñm¿ .. đạn 


là ma trận cỡ m x n. Số ai nằm ở hàng ì, cột j gọi là phần tử của ma trận A. 


Để cho gọn, ta viết: A = L^ | 


mxn 


2» <3 

Ví dụ 1: | 4 0| là ma trận cỡ 3 x 2. 
=1 1 

{I 2 3 4] là ma trận cỡ 1 x 4. 


« Ma trận không là ma trận mà mọi phần tử đều bằng không. Ma trận không 
được kí hiệu là 0. 


® Hai ma trận A và B được gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng cỡ và các 
phần tử ở cùng vị trí bằng nhau. 
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b 210 
Vídu2:|* ” “lễ ©a=2,b=l,c=0,dđ=5,e=l,f=0, 
d ef||5S10 : 


s Cho ma trận A = [a;]„.„. Nếu đổi hàng thành cột, cột thành hàng, ta được 
một ma trận mới gọi là m trận chuyển vị của A, kí hiệu là A'. 


Vậy A'= An 
kiệt 3 2 0 

Ví dụ 3: Nếu A=|2 0| thì A'= 
Đch 4.01 


e Nếu m = n thì ta có za trận vuông và gọi nó là ma trận vuông cấp n: 


ÑngC địa sị ân 
a a .._đ 
2I đe 2 
A= [5 | = n 
TP ` .. .. .. 
âm Âa¿ «- đạn 


Các phần tử a,;, aạ;,.... a,„ gọi là các phần tử chéo. 


Đường thẳng đi qua các phần tử a,,, as;,..., a„„ gọi là đường chéo chính. 


ân âu .. Âụy 
A ó 3z se đạn +4[Š _ an 3 
Ma trận vuông (cấp n) dạng gọi là ma trận tam giác 
0 0 a 


trên (cấp n). Đó là ma trận [a¿ | „ trong đó a; = 0 nếu ¡ > j. 
Ma trận [3 ; trong đó a¿ = 0 nếu ¡ < j gọi là ma trận tam giác dưới. 
nxn 


Ma trận vuông (cấp n) mà mọi phần tử ngoài đường chéo chính đều bằng 0 


a, 0... 0 
0 a,... Ũ 
0 0 a 


nn 


gọi là ma rrận chéo (cấp n). 
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Ma trận chéo (cấp n) mà mọi phần tử trên đường chéo chính đều bằng 1 gọi 
là ma trận đơn vị (cấp n), kí hiệu là E 


0 0 
0 1 0 
E= 
0 0 | 
§2. ĐỊNH THỨC 


2.1. Định nghĩa định thức của ma trận vuông 


Cho ma trận vuông cấp n : [a, | 


nxn 


Xét phần tử a„. Nếu bỏ đi hàng i, cột j của ma trận A, ta được một ma trận 
vuông cấp n — I và gọi nó là m4 rrận con cấp n — Ï của A ứng với phần tử âụ, 
kí hiệu là M,. 


Người ta gọi định rhức của ma trận vuông A là một số, kí hiệu là : 


ân âu; Ân 
TT tuc 3; Âạn 
Ân Ân¿ đạn 


được xác định như sau: 


Nếu A là ma trận vuông cấp l, A = [a,,] thì detA = a,,. 


¿22'Á 3YŠ : š a 
Nếu A là ma trận vuông cấp 2, Á = [a;]„.„ thì đet A = #Í=auyaz -âz8¿y . 


la. 








2Í 32a 


Với cách kí hiệu của ma trận con Mỹ ứng với phần tử a;, ta có thể viết: 
detA = a,;det(M,,) - a,;det(M,;), (4.1) 
trong đó Mụ, = [a;;] M¡ụ; = [az,}. 


Nếu A là ma trận vuông cấp 3, A = [a;];„; thì: 
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âụ đị; LÌN 
det A =la;, 4â â;; =a,, det(M,,)—a,; đet(M,;) + a, det(M,„), (4.2) 
Âạp 4â âạ; 
đ+2 a a : 
trong đó: M,=| - XS Mỹ; nh ® | wa=Ï ' li 
3g 8a âạ 8; 8i 8a; 


Từ công thức tính định thức cấp 2, ta được: 


1L 2 3 
6đ „|4 
Vídul: |-4 5 S=HỦ J~2|; In n: 
7 ~8 9 k 


= (45 + 48) - 2(_— 36- 42) + 3(32 — 35) = 240. 
Các công thức (4.1), (4.2) gọi là công thức khai triển định thức cấp 2 và 
định thức cấp 3 theo các phần tử của hàng thứ nhất. 


Một cách tổng quát, nếu A là ma trận vuông cấpn, A= [a; J thì 


nxn 


ân 8a địa 
dEEÄ: đại địa 
Am ân ve Đạp 


=ai, det(M,,)—a,; det(M,;)+....+(—1)”Pa,„.det(M,„) 


= XD “lai,đet(M,,). (4.3) 
ị= 


Người ta gọi det(M,) là định thức con ứng với phần tử 4, của ma trận A. 
Định thức của ma trận vuông cấp n gọi là định thức cấp n. 
2.2. Các tính chất của định thức 


Để tính định thức, nếu căn cứ vào công thức truy hồi (4.3) thì khối lượng 
tính sẽ lớn với định thức cấp n > 4. Các tính chất sau đây sẽ giúp cho việc 
giảm khối lượng tính. 

Tính chất I. Định thức của ma trận vuông A bằng định thức của ma trận 
chuyển vị AI, 
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22p 

© $#ụy 
C 

%8, 


Hệ quả: Nếu một tính chất của định thức đã đúng khi phái biểu về hàng thì 

nó vẫn đúng khi ta thay hàng bằng cột. 

Chẳng hạn, từ công thức (4.3), khai triển định thức theo các phần tử của hàng 

đầu, ta suy ra công thức khai triển định thức theo các phần tử của cột đầu : 
det A = 3 (—1) "La. đet(M,,).. (4.4) 


II 

Tính chất 2. Néi đổi chỗ hai hàng (hay hai cột) cho nhau, ta được một ảịnh 
thức mới bằng định thức cñ đổi đấu. 

Hệ quả: Định thức có hai hàng (hay hai cột) như nhau thì bằng 0. 

Tính chất 3. Nếu nhân các phần tử của một hàng (hay một cột) với số Ä #0 
thì ta được một định thức mới bằng định thức cũ nhân với Â. 


Hệ quả 1: Nếu các phần tứ của một hàng (hay một cột) có một thừa số 
chung, ta có thể đưa thừa số chung đó ra ngoài dấu định thức. 


Hệ quả 2: Mộ: định thức có hai hàng (hay hai cột) tỈ lệ với nhau thì bằng 0. 
Tính chất 4. Nếu mọi phần tứ của một hàng (hay một cột) là tổng của hai 
số hạng thì định thức có thể phân tích thành tổng của hai định thức. Chẳng 
hạn như: 

ân G) âu ân â¿ âna| l|âni â¿ âu 


aạ tBạc a„+b¿, a+b¿jj =laạ a„ aạ| tạp bạy bại. 





đại Cô) 4 3ạịạ 8 | l|Aa 3 3y 


Tính chất Š. Khi (a cộng (hoặc trừ) các phần tử của một hàng (hay một cột) 
với các phần tứ tương ứng của một hàng (hay cột) khác sau khi đã nhân với 
số Ä 0 thì giá trị của định thức không đổi. 


Tính chất 6. ¡nh thức của ma trận dạng tam giác bằng tích các phần tử chéo: 





An 4 sẻ Âu th, 202 -ca SỐ) 
0 a, .. a, By “Địc dc 20 

ˆạ 2Ì~ Air3z2 Ân SN: = bạibạ;...Đạn - 
D0 bại Dạ; Đạp 
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L3 
Tàc 


Các tính chất trên có thể chứng minh được dựa vào các khai triển (4.3) hoặc 
(4.4). Ở đây không chứng minh. ' 


2.3. Các ví dụ tính 


Ví dụ 2: Tính định thức cấp 4: 


+ 2 tt 


11 
34 
6 10 
10 20 


Giải. Sử dụng tính chất 5, ta trừ lần lượt các hàng thứ 4, 3, 2 với các hàng 
liền trước chúng nhằm đưa vẻ định thức dạng tam giác trên. 


1 


1 


2: 
3 
4 


cc° ¬— 


l 


3 
6 
10 


m mm bì — 


I 
4|(h,—h;) 
10|(h¿—h,}) 
20|(h,—h,) 
1Í 
3 
3| 
4|(h,=h;) 


®CGœ 


0 


œ Œ = = 


l 
1 
1 
| 


| 
2 
| 
0 


11 
2 3 
3 6|(h,-hj) - 
4 10|(h,—h,) 
1 

3 

2|”, 

l 


Chú thích: Ö đây kí hiệu (h, ~ œh,) chỉ ra rằng, ta lấy hàng thứ ¡ trừ đi œ lần 
hàng thứ k. Kí hiệu đó luôn được sử dụng khi cần đến. 


| 
| 
1 
Ví dụ 3: Tính định thức cấp 5: D= | 


= c=c 


6000 
5 6 0 0 
I5 6 0|. 
0 1 5 6 
ti Tới 


Giải. Trong cột đầu chỉ có hai phần tử khác không. Khai triển định thức theo 


các phần tử của cột đầu, ta được: 
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6 


h 
I 
0 


00 |6 0 090 
n +60 
5.0. ° l6::1-.%:B†: 
1 5| 0:0: 1.4 


1Ö.THCC-T1-B 


Đổi chỗ hàng 1 và 2 của định thức thứ nhất ở vế phải, khai triển định thức 
thứ hai của vế phải theo các phần tử hàng đầu, ta có 


5 6 0 
5 6 0 
5 6 00 
D=_—5. —6.|l 5 6}= 
0 1 5 6 
1 5 
0 0 1 5| (hạ-5hj) 
L5 6 0 
5 6 0 
0 -19 -30 0 
=É& -6.|l §5 
0 1 56 
0 1 5 
0 0 1L 5 
-19 -30 0 5 6 0 
=—5.|I 5_ 6-6] 5 6= 665. 
0 1L 5 0 1 5 


§3. MA TRẬN 
3.1. Các phép tính về ma trận 
3.1.1. Cộng hai ma trận 


Cho hai ma trận cùng cỡ A = [a¿lu»u › B= [bạÏ; «› Tổng của hai ma trận đó, 
kí hiệu là A + B, là ma trận € = [€;¡)„ x„. trong đó: cụ= ay + Dạ. 


I1 2| |x t l+x 2+l 
Ví dụ 1 : 2 3|J+|y u| =|2+y 3+u 
3 4 #.óW 3+z 4+v 
Từ định nghĩa suy ra: 
A+(B+=(A+B)+C (tính chất kết hợp) ; 
A+B=B+A (tính chất giao hoán). 
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3.1.2. Nhân ma trận với một số 

Tích của ma trận A = La ] , với số À (thực hoặc phức), kí hiệu là AA, là ma 

tận C=[S,],„„,hongđổi G=Aa 

Từ định nghĩa ta suy ra rằng với các số œ, B. ta có : (œ+ B)A = œA + BA ; 
dœ(A + B) =œA + œB; 
œ(BA) = (aB)A. 

3.1.3. Nhân hai ma trận 

Cho hai ma trận A =[M B=[b, | SỐ Cột của ma trận A bằng số 


hàng của ma trận B. Ta gọi tích của hai ma trận A và B, kí hiệu là A. B, là 


ma trận € = [c;]„.„ gồm m hàng, n cột mà các phần tử được xác định theo 
công thức 
p 
cụ = ai bi, + A¿bạ, +... + Aub, = 3a bị, 
k=l 


Vậy c¡ là tống các tích các phần tử tương ứng ở hàng ¡ của ma trận A với các 
phần tử ở cột j của ma trận B. 








1l 2 3 4 hi 1.1+2.2+3.3+ 4.0 1.2+23+3.0+4.1 
2 3 4 1 An = |2.1+3.2+43+10  221+33+4.0+1.1 
3 4 12 l; : 3.1+4.22+13+2.0 3.2+4.3+1.0+2.1 
: 14 12 
=|20 14 
14 20 
Từ định nghĩa trên, có thể suy ra rằng nếu các phép nhân sau đây có thể thực 
hiện được thì : (A.B).C = A. (B.G; A.B có thể khác B.A; 


(A+B).C=A.C+B.C A(B+@)=A.B+A.C. 
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3.1.4. Chuyển vị của tích của hai ma trận 
Cho hai ma trận A = [a,]„x„, B = [b,],.„ Khi đó thực hiện được phép nhân 
A.B và tích A.B là ma trận cỡ m x n. Nếu thực hiện phép chuyển vị 

A' =[al; xa v B = [bị],xợ, 


ta thấy số cột của B bằng số hàng của A'. Do đó có thể thực hiện được phép 
nhân B.A', tích đó có cỡ n x m. Người ta đã chứng minh rằng: 


(AB)! = B.AI, (4.5) 
3.2. Hạng của ma trận 


3.2.1. Định nghĩa 


_ địa 
: 3 3z; 3; 
Cho ma trận cỡ m x n : A= c II 
Ẩm m2 Ẩn 


k là một số nguyên, k < min(m, n). Định thức cấp k thành lập từ các phần tử 
nằm ở chỗ giao nhau của k hàng và k cột tuỳ ý của ma trận A gọi là định 
thức con cấp k của ma trận A. 


Người ta gọi hzng của ma trận A, kí hiệu là r(A), là cấp cao nhất của các 
định thức con khác không của A. 


L -2 -5 -8 
Ví dụ 3 : Tìm hạng của ma trận : A=l-l II 1 5 
1 2 11 4 


Giải. Các định thức con cấp 3 của A là: 
L -2 -5 1 -2 -8 
-l 1 I1|=0E1 1 5|=0, 


lL-5 -ã -2 5 —8 
-l Il S|=0|1 1 5|=09 
I1 11 4 2 1l 4 
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Nhưng định thức con cấp 2 của A là z0.- 


SỈ” '] 








Do đó r(A) = 2. 
Nhận xét: Nếu B là ma trận vuông thì det(B) = đet(B). 
Do đó với mọi ma trận A, ta có: 
r(A) = r(A). (4.6) 
3.2.2. Cách tính hạng của ma trận bằng các phép biến đổi sơ cáp 


Hai ma trận A và B được gọi là tương đương và kí hiệu là A ~ B nếu 
r(A) = r(B). 


Từ các tính chất của định thức, dễ thấy rằng các phép biến đổi sau đây gọi là 
biến đổi sơ cấp không làm thay đổi hạng của ma trận: 


1/ Đối chỗ hai hàng (hay hai cột cho nhau). 
2/ Nhân một hàng (hay một cột) với số ^, z 0. 
3/ Thêm vào một hàng (hay một cột) k lần một hàng (hay một cột) khác. 
Để tính hạng của ma trận A, ta tìm các phép biến đổi sơ cấp để A tương 
đương với một ma trận có nhiều hàng (hay cột) gồm toàn số 0. 
2 -Ll 3 -2 4 

Ví đụ 4 : Tìm hạng của ma trận A=l4 -2 5 I 7 

2 -l l 8 2 


Giới. 
2 -l 3 -2 4 2 -l 3 -2 4 


®% cố ĐT: Ít§,<2n3>⁄ J8: .ðy. -<j §? xị 
~SE (| -8' J2l( 8h} (lạ `6: sa 10 -2j(h,—2h,) 
8`. =| 3 cớ 8 
#-H:vÕ 2Ÿ. 5. sai, 
0 0 0 0g 
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Ko 
KH 


Ma trận cuối cùng có một định thức con cấp 2 khác không, chẳng hạn 
Ễ 3 


=1 0 còn tất cả các định thức con cấp 3 của nó đều bằng 0. 





Vậy r(A) =2. 

Chứ thích: Người ta gọi ma trận cuối cùng trong ví dụ 4 là ma trận dạng bậc 
thang. Để tính hạng của ma trận A, người ta thường dùng các phép biến đổi 
sơ cấp để A tương đương với một ma trận dạng bậc thang. ` 


ñ 1 11 2] 


1 0 4 ¬l 
Ví dụ 5. Tính hạng của ma trận A= 

11 4 56 Š 

39. <Ð. ‹E: ‹eB) 


Giải. Trước hết đổi chỗ hàng đầu và hàng thứ 2. Ta được: 
1 0 4 -I 0 4 -I| 

2 1 11 2|(h;-2h) 

1 4 56 5 |Œ¿—l1h,) 

2 ~I1 5 -6|(h¿=-2h) 


4 12 16|(Œh,-4h;} 
J h¿+h:) 





©œ C — CC = —- 
| 
1 
CC 
Ị 
+ 


CC. 6C mm 


109 
Vì =1#0 nên r(A) = 2. 
0 1 


3.3. Ma trận vuông 


3.3.1. Nếu A là ma trận vuông cấp n, E là ma trận đơn vị cùng cấp. Dễ kiểm 
tra được rằng 


E.A=A.E=A. 
Nếu A, B là hai ma trận vuông cùng cấp thì nói chung: A.B+zB.A. 


Nhưng người ta chứng minh được rằng: 
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det(AB) = đetA.đetB., (4.7) 
Nếu B = A, ta kí hiệu : A.A = A?, A.A?= AŠ,u.A. AT 2 AK, 
Ví dụ 6: Cho ^-| cạn BHẠI) 
~SHX_ CoSX 
Tính A?. 
Giải. 
A?.| €98% Sinx | osx Sinx Ẫ 
-Sinx cosxl|-sinx cosx 
: CS” x —sin? x 2sin x cosx NINH" mài 
-2sinxcosx  cos2x —sin?x -§Ỉin2x cos2x | 
An. : š R : COSnxX sinnx 
Có thể chứng minh băng quy nạp rằng : A -| . | 
—SInnx cosnx 
2: d..Ì 
Vídu7:Cho A-=l3 1 21, 
I -I 0 
Tính A), 
2 1 1l]j2 1 1 


Giải Tacó A?2=|34 1 2|l3 1 2|= 
l -I 0||! -I 0 


22+1.3+l.1 2.I+1.I~1.1 2.1+1⁄2+1.0 8 2 4 
=|3.2+1.3+2.1 3.1+1.1-2.1 3.1+12+20|=- II 2 5 
12-13+0.1 1.1-1.1-01 I11-12+00 -I Ð ~I 


3.3.2. Ma trận nghịch đảo 
Cho A là ma trận vuông cấp n. Nếu tồn tại ma trận vuông cùng cấp B sao cho 


A.B=B.A =E, 
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` 
t 
jưN 


trong đó E là ma trận đơn vị cấp n, thì B gọi là ma trận nghịch đảo của A. kí 
hiệu là A”'. Khi đó, ta nói A là ma trận khả nghịch. Như vậy, nếu ma trận A 
khả nghịch thì: A.A"'= A-LA =E., 


Định lí 4.1. Điểu kiện cần để ma trận A khả nghịch là det(A) z 0. 
Chứng minh: Giả sử ma trận A có nghịch đảo A~`, ta có: A.ATL=E. 
Theo công thức (4.7) ta có: det(A. A~ ') đet(A)det(A- ') = det(E) = I. 
Suy ra: det(A) # 0 và đet(A" ') <0. § 


Định lí 4.2. Nếu det(A) # 0 thì A có ma trận nghịch đảo A"Ì và nếu : 





đụ Ân 
A= đại 4a; đạn 
âm địa Ñnn 
Cịị - Cại m 
: _ - [LÊ ly Cà 
thì A~` được cho bổi công thức: A"' = X_nGG ,(4.8) 
đet(A) 
Cịy Cạn Của 
trong đó : €ụ = — 1} ”det(M,). (4.9) 


det(M,) là định thức con ứng với phần tử a; của ma trận A (xem mục 2.1). 
Ta thừa nhận định lí này. 


c¡ tính theo công thức (4.9) gọi là phần phụ đại số, ứng với phần tử a¡ Của 
ma trận A. 


1 -2 0 
Ví dụ 8: Tính A”'nếu A=|3 2 1 
0 1 2 
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1 -2 0 
Giải. Ta có: detA= |3 2 l1Ì=l5+0. 
0 1 2 


Do đó tồn tại A_'. Ta có: 























` 1+1 2 I l+2 3 1 I+3 Ầ 2 
c¡=(=D 1 2P VÊu, VD 0 2|” 6: cạ=(—]) 01 =ải 
0 L0 1 -2 
Cuu= -] 2+l =4c = =Ij =2, s= HỊ 2+3 =-¬1, 
¡=Ù : z=(=Ù SỐ) SN," (I0YSI 
c¡=(D” Ảg =~2,c„,=(ÐD”” SA =-l,cy¿=(U?” IRRqE-7 
2 1 : 3. 3 32 
H VÀ 
3. 4 -2 5_ 15 lỗ 
Vậy: A"” -6 2 -l|= SA 
1Š 5 lỗ 15 
3 -1I § 1 1L 8 
3. 15 45 


Định lí 4.3. Nếu A và B là haï ma trận vuông cùng cấp và khả nghịch thì 
A.B cũng khá nghịch và (AB) '= B !A”", 


Chứng mình: Ta có: (AB)B'A"'= A(BB”)A"'= AEA ` = AA'=E. 
B!A"!AB)=B!(A!A)B= B'EB=B'B=E. 


Vậy AB khả nghịch và B !A' là ma trận nghịch đảo của AB. 
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§4. HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 
4.1. Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính 
Hệ phương trình tuyến tính có dạng tổng quát sau: 


âiX; t8I2X; +...+ai X, = Độ 


Inn 


8ạiXi +ãs¿X; +...+a„x, = Ðy 


2n^n 


(4.10) 


AmIÄXI †ãq¿X¿ +... Ca X. = Đụ, 


mỊ“I mm “*n m 


trong đó x¡, x;,... x„ là các ẩn số, ay là các hệ số của hệ phương trình, b, là 
vế phải của phương trình thứ ¡. Nếu m =n, ta có hệ n_phương trình với n ẩn số. 


Hệ được gọi là thuần nhất nếu b, = b„ =... = b„ = 0. 


Hệ được gọi là ¿zơng rhích nếu nó có nghiệm, không tương thích nếu nó vô 
nghiệm. 


Ví dụ 1. X;+7X;¿T—2x;=0 
2xi~3x;+ x; =0 


,  |J2X_ —X¿ =3 
là hệ hai phương trình tuyến tính thuần nhất ba ẩn, 4 `" Ẻ 
X_ +3Xx; =_l 


là hệ hai phương trình không thuần nhất hai ẩn. 


4.2. Đạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính 


à sẻ, 
Xét hệ phương trình tuyến tính (4.10). Ma trận: A =| Ÿ = „ 


cơ 


gọi là ma trận hệ số của hệ. Ma trận b = 
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gọi là ma trận vế phải hay cột vế phải. 
Xị 
Xã Vy Ất š 
Ma trận x=|  “ | gọi là ma trận ẩn. 


X 
m 


Với định nghĩa phép nhân hai ma trận, hệ (4.10) có thể viết là 
Ax=b (4.11 
Đó là đạng ma trận của hệ (4.10). Nếu m = n thì A là ma trận vuông. 
4.3. Hệ Cramer 
Hệ phương trình tuyến tính (4.10) gọi là hệ Cramez riếu m = n và đet(A) z 0. 


Khi đó, theo định lí 4.2, ma trận A có nghịch đảo. Từ (4.1 1) ta suy ra : 





X=A 'b. 
Theo công thức (4.8): 
€nịc Cạn Cậị t 
-¬ I CC; C¡a b, 
X = = 
det(A) St 
Cụ Cạn Cận bạ 
; €¡,b, +C;/Ð; +... + CạiD„ 
Do đó : X;,=—————. 


ị det(A) 


Nếu so sánh biểu thức c¡;bị +c;;b;ạ +...+c„b„ với khai triển của det(A) theo 
các phần tử của cột thứ j, ta thấy biểu thức đó được suy từ det(A) bằng cách thay 
cột thứ j của det(A) bảng cột vế phải. Kí hiệu biểu thức đó là A., ta được: 


— đet(A,) 


X,= „J=1,2,...n. 4.12 
J det(A) k ` ; 


Nghiệm đó là duy nhất, vì nếu hệ (4.10) có hai nghiệm là x và y, ta có: 


Ax=b,Ay=b. 
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Do đó Ax ~ Ay =0 hay A(x - y) =0. 

Nhân Aˆ" vào hai vế đẳng thức trên, ta được : Aˆ'A(x— y)= A"!0 hay x~y=0. 
Vậy hệ chỉ có một nghiệm. Tóm lại: 

Định lí 4.4. Hệ Cramer có một nghiệm duy nhất cho bởi công thức (4.12). 


2Xi—3X; +x; =—l 
Ví dụ 2: Giải hệ: Xi +X; +X; =6 


3X. +X;T—2x; =—], 


-3 1 
Giải. Ta có : det(A) =|1 1 [|=-23+z0. 
3 1 -2 


Vậy hệ đã cho là hệ Cramer, nó có nghiệm duy nhất. Theo công thức (4.2), 


-Ì -3 ] 2 —l Ï 
ta tính: det(A)=|l6 I1 1|=-23; de(A;)=|l 6 tÍ=-46, 
-F l ~2 3 -I -2 
2 -3 -1 
đe(A;)=|l 1 6|=-69, 
3 1 -] 


Vậy x=l,y=2,z=3. 


Chú thích : Định lí 4.4 có ý nghĩa về mặt lí thuyết nhiều hơn vẻ mặt thực 
hành, vì nếu muốn giải hệ n phương trình tuyến tính n ẩn, ta phải tính (n + Ð) 
định thức cấp n. 


4.4. Phương pháp khử của Gauss 


Từ các tính chất của định thức suy ra rằng nghiệm của một hệ phương trình 
tuyến tính không đổi nếu ta thực hiện những phép biến đổi sơ cấp sau: 


1) Đổi chỗ hai phương trình của hệ. 


2) Nhân một phương trình của hệ với một số 2 z- 0. 
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3) Cộng vào một phương trình của hệ với một phương trình khác của hệ sau 
khi đã nhân với một số 2. z0. 
Hai hệ phương trình gọi là tương đương nếu tập hợp các nghiệm của chúng 
bằng nhau, 
Nội dung của phương pháp khử của Gauss là khử dần các ẩn số. Phương 
pháp đó được minh hoa trong ví dụ sau: 
3x;+2xX;+X;=5 
Ví dụ 3: Giải hệ phương trình: 4x, +x¿T—X; =0 
4Xi—X;+§Xx; =3. 
3Xi+2X;+†Xạ =5 [X+X;T—Xy =0 
Giải. 4Xi+X;T—Xy =0 ~43X,+2x;+xy =5 (h;—3h,) 
4xiTX;+5Xx;=3 |4x;—x;+5xy =3 (hị—4h,) 





Xi,+X;—X; =0 Xi+X;—X;=Ũ 
~ -X;+4x; =5 ~ —X; +4x: =5 
—5x;+9x;=3. (h;—Šh;) |Llx; = 22. 


Ta đã dùng các phép biến đổi sơ cấp để đưa hệ phương trình đã cho về hệ mà 


1 1 -l 
ma trận hệ số là ma trận tam giác trên |0 -Ll 4 
0 0 II 


Giải hệ đó từ dưới lên thật đễ dàng. Từ phương trình cuối, ta được x; = 2. Thế vào 
phương trình thứ hai, ta được x; = 3. Thế vào phương trình đầu, ta được x, = —]. 


4.5. Hệ phương trình tuyến tính tổng quát 


Xét hệ m phương trình tuyến tính n ẩn số dạng (4.10). Nếu ta thêm cột vế 
phải của hệ vào ma trận hệ số A, ta được ma trận : 


ân ®ịy e- địa ! 
F = [A. bị = đại âạ; xà đạu b; 
Âm 2m2 v.. Âmn By 


gọi là ma trận bổ sung. 
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Ta thừa nhận định lí quan trọng sau đây : 

Định lí 4.S. (Định lí Kronecker - CapelH). Hệ phương trình (4.10) có nghiệm 
khi và chỉ khi hạng của ma trận A bằng hạng của ma trận bẩ sung A.. Từ 
định lí (4.5) suy ra: 

Nếu r(A) #r(A) thì hệ vô nghiệm. 

Nếu r(A) = r(A) =n, n là số ẩn số, thì hệ là hệ Cramer. Nó có nghiệm duy nhất. 
Nếu r(A) =r(A)=r<n, ta sẽ thấy hệ có vô số nghiệm, phụ thuộc n — r 
tham số. 

Thật vậy, khi đó ma trận A có một định thức con khác 0 cấp r, ta gọi nó là 
định thức con chính. Giả sử đó chính là định thức con: 


Ân đụ sc đây 


đạc 4 .. 8; 


Khi đó, r phương trình đầu của hệ gọi là những phương trình chính, x;, x;,..., x, 
gọi là những ẩn số chính, các ẩn số còn lại gọi là ẩn số phụ, hệ (4.10) tương 
đương với hệ gồm r phương trình đầu. Trong các phương trình đó, chuyển 


các ẩn số phụ sang vế phải. Vậy hệ (4.10) tương đương với hệ: 


8i Xi f8 2X: +ái +ta,X, = Đị TA 1 Xuu Ti. — 8pX; 
3ạjXị TA¿¿X; +. A2 Xc = Dị T82 Xu Tc— 4; pXu 

(4.13) 
đu Xi 2X; + + AuX, = DỤ T8 ga Xưa Tan 8 Xã, 


Vì A z# 0 nên đó là hệ Cramer đối với x,,..., x„ Nếu cho X,„\, X„;,..., x, lấy 
những giá trị xác định thì vế phải của hệ được xác định. Hệ (4.13) có một 
nghiệm duy nhất nhưng nghiệm đó phụ thuộc vào (n - r) giá trị gán cho 
Xi Xuz› «2 Xu. Khi các giá trị này thay đổi thì nghiệm của hệ (4.13) cũng thay 
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đổi. Vậy hệ (4.13) có vô số nghiệm, phụ thuộc vào (n - r) tham số. Ta nói hệ 
(4.10) vô định, phụ thuộc (n — r) tham số. 
X,+3X; +5X;+7X,+9X; =Ì 
Ví dụ 4: Giải hệ phương trình: 4x,—2x; +3X, —4X, +5X; =2 
2x,+l1x, +l2x;+25x, + 22x; = 4. 
1 3 5 7 9Ï1 
Giả. A=|1 -2 3 -4 5|12| (h;-hj) 
2 11 12 25 22|4|(h¿—-2h,) 


1 3 5 7 9ỊI1 1 3 5 7 9I| 
~l0 -ã5 -2 -II nh ~l0 -§ =2 -Il PB) 
0 5 2 II 4l2|(h+h,) |0 0 0 0 0| 


l 3 I 
0 -5 1Ì=-l15#0. 
0 0 3 





1 
Ta thấy : r(A) = 2 vì 


| — 
=-5z#0, r(A) =3ì 
b -3 3z r(A} = 3 vì 





Vì r(A) z r(A) nên hệ vô nghiệm. 
X,+5x; +4x;+3x,=l 
Ví dụ 5 : Giải hệ phương trình: 42x, T— X; +2X; - X„ =0 


5x,+3X; +Ñx; +x,=], 


1 5 4 3|1 
Giải A=|2 —1 2 -1l0|(h,—2h,) 
s 3 8 1|1|(h,-5h) 
L5 4 3| 1 1 5 


4 3 
~l0 -I1 =6 —7]-2|(Uxh,)~|0 11 6 7 
6 :-32: =I2 -~l4|=4|(hạ=2h,) |0 0:0 6 





5| — ÖII 
.=l1#0, r(A)=2 vì ọ 


[ 
Ta có : r(A) = 2, vì 
lo ¡H1 





lóo 


Vậy r(A)= r(A) =2<4. Hệ đã cho vô định. Chọn định thức con chính của 


I 
Alà 
0 n 





Xi +5X; =l—4x; —3X, 


Hệ đã cho tương đương với hệ 
11x; =2—6X; —7K,. 
Cho các ẩn số phụ xạ = œ, x¿ = B, từ phương trình sau, ta được : 


X; =--ÓØ 6œ 7B): 
11 
` 1 
Thế vào phương trình đầu, ta được : x, = mử —14da +2). 


Xị =ir(~14z+28) 


Tóm lại nghiệm của hệ là 4x; = nÓ —6œ-— 7) 
x;=Œ 
X¿ =B. 
4.6. Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất 
Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất : 
aịyXi tâi;X; +...£ainX, =0 
â;iX\ †3¿;X; +...taznX, =0 


âm Xi t+âmzX; +...+aunX. =Ô 


luôn có nghiệm (0, 0,..., 0) (x, = x; =... = x„ = 0), gọi là nghiệm tầm 
thường. Vấn đề đặt ra là khi nào thì hệ phương trình thuần nhất có nghiệm 
không tâm thường. 

Nếu hạng của ma trận hệ số nhỏ hơn n, hệ phương trình thuần nhất có vô số 
nghiệm như đã thấy ở mục 4.5, do đó nó có nghiệm không tầm thường. 

Đặc biệt, hệ thuần nhất gồm n phương trình n ẩn có nghiệm không tâm 
thường khi và chỉ khi định thức của ma trận hệ số bằng không. 
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CÂU HỎI ÔN TẬP 
1. Các phép tính về ma trận. Hai ma trận A, B phải có cỡ thế nào để có thể 
thực hiện được cả hai phép nhân ma trận A.B và B,A? 
2. Công thức khai triển một định thức theo các phần tử của hàng thứ nhất. 
3. Các tính chất của định thức. 
4. Hạng của ma trận, định nghĩa, cách tính bằng các phép biến đổi sơ cấp. 
Š. Khi nào thì ma trận vuông A khả nghịch? Công thức để tính ma trận 
nghịch đảo A!. 
6. Định lí Kronecker-Kapelli. Áp dụng định lí đó vào hệ phương trình tuyến 
tính thuần nhất. 
7. Định nghĩa hệ Cramer. Vì sao hệ Cramer chỉ có một nghiệm duy nhất, 


8. Khi nào thì hệ phương trình tuyến tính thuần nhất có nghiệm duy nhất? 
Khi nào nó có vô số nghiệm? 


9. Các mệnh đề sau đúng hay sai? Vì sao? 
a) Nếu A = [1, 5], B= [- 2, 3] thì từ œA + BB = [0, 0], trong đó œ,  c R, 


Suy ra œ = j= 0. 

b) Nếu các phần tử của một ma trận vuông đều khác 0 thì ma trận đó khả 
nghịch. 

c) Nếu A, B là hai ma trận vuông cùng cỡ khả nghịch thì A + B cũng khả 
nghịch. 

d) Nếu A, B là hai ma trận vuông cùng cỡ sao cho A. B= 0 thì A.B không 
thể đồng thời khả nghịch. 

©) Nếu A là ma trận vuông sao cho A“ = E ( E là ma trận đơn vị) thì A khả 
nghịch. 


f) Định thức không thay đổi nếu ta thay một hàng bằng tổng của hai hàng 
khác. 
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8) Hệ hai phương trình tuyến tính ba ẩn có thể có nghiệm duy nhất. 


h) Nếu một hệ phương trình tuyến tính có nghiệm khác không thì hệ đó 
không thể là hệ thuần nhất. 


¡) Nếu hệ phương trình thuần nhất có một nghiệm thì nó có vô số nghiệm. 














BÀI TẬP 
3.3. 2 
1. Tính định thức |—I : 
73 6 
2. Tính các định thức sau : 
Ssinø  cosø â c+id 1+2 2-xBI 
.. |» b} . c) . 
—cosz sinø e-id — b 32 V3: l2) 
l L1 a a4 a 
43. Tính a)|cL 0 1, bìa a  xỊ. 
=]l —LI 9 =a -a X 
l2 1 1 x 1 2 3 4 
: 1 2 1 y 2 3 4 1 
4. Tính a) b » 
1 1 2 z 3 4 1 2 
j vi 2Í” ££ 4 1 2 3 
L, 2: 3 4⁄4 1 1 2 3 
-2 1 -4 3 1 2-x 2 3 
€) : 8) 
3 -4 -1 2 2 3 | 3 
4 3 -2 -I 2_ 3 1 9? 
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t2 3/480 
ch 
‹8,, 


5. Tính : 
I1 0 0 0 j2 
0 2 0 1l 0 n 
a)|0 0 3 0|, b)|-l -2 n 
0 0 0 n ~] -2 -3 0 
l x x) xỉ 
_ 2 
6. Giải phương trình : XP) =0. 
I1 3 9 27 
lI 4 l6 64 
b+c  c+a at+tb a b c 


7. Chứng minh rằng: |b+c 7Ð c+a' a+bl|=2la b cl. 
b+cT” c+a” a7+b' a” bh c7 


8. Hãy thực hiện các phép tính về ma trận: 


s Ệ Mi Ì 


ƒ. nh ` 0 1 2 -3 
b) Cho A=|-—l 2|; B=|3 2|; |4 23 
3 4 -2 3 4 -I 
Hãy tính : 1) A +(B+C); .2)(A+B)+C; 3)3A, 
-_ và tìm A!, BC. 
3 1 1 l -I 3] 
VN ĐỂ: 
€©1)|2 1 2|.|2 -L 1|, 2| | 1| 
3 01 
1 2 3 0 1 L0 
3 p) 
3|1|[I 2 3], 2[I 2 3]44|. 
5 1 
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I1 2 1 2 3 1 l 
9, Cho các ma trận: A=|0 1 2|, B=|-I I 0 ,„ ©=]0 
3 1 1 1 2 -I 3 
Hãy tính : 
a) A.B.C; b) AC + BC. 
Š..†: 3 2 
10. Thực hiện các phép tính: a) |3 1! 0 »| Ạ ". 
0 12 
Ï. + cosœ —sinœ | 
c) ; 8®}. : 
0 1 Snœ  cosœ 
2\ E5] 
11. Tìm A) nếu : a) Ñx)=x?—-x-l,vớiA=|3 1! 2], 
1 -Ì 0 


2 -] 
b) f6) X”~ 51+ 3 với A| | |) 


: b 
12. Chứng minh rằng ma trận A = Ễ | thoả mãn phương trình 
C 


X?—(a + d)x + (ad — be) =0, 
13. Tìm hạng của các ma trận sau: 








' Nho 
Ø:a]: T4 c2 s3 
3.1. 
4) A=|4 -2 5 1 7|, bì A= 
11 8 2 R Thư 
L l# rợ s3: dị 
J4 3 52 3 
È s S9 đc l 
}A=|4 3-8 3 -7 "han 
l buân TÍR<# 1#. 1-1 
43: j 3 5ä 
Í:s#›-8 “1: Ú *ƒ 
l§-26:<E-4 =6 s 
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14. Tìm hạng của các ma trận sau theo tham số 2, (thực): 


3 À1 2 1 2 1 ~l Ị 
IL: 4 7 2 À —l I -l -I1 
a) A= : b) A= : 
l 10 17 4 À 0 1 1 
4 1 3 3 19: 2--1: .] 
0 1 
or 0l 
10 


1) Tính Ö?, Ï, suy ra J". 
a bọc 
2) Hãy biểu điễn M=|b a c|,a,b,ce]lR, theo các ma trận E, J, j?. 
c b a 
16. Chứng minh rằng nếu AB = BA thì ta có : 
(A+B}=A?+2AB+E2 
A?=B?=(A - B)(A + B) 
(A+B)=A?+ 3A?B+3AR? + B) 
(A-B}'=A?~3A?B+3 AB?_— B. 


17. Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận A : 





[1 2 -3 
ƒ1 2 a b 
8 A=l, „Ỉ› bì A= á ©ẶA=|l0 I1 2], 
€ 
¬ 0 0 1 
[] 3 -§ 7 
2 2 3 
0.1: 2-35 
đìA= , 9 A=ll -1 0|, 
0 0 1 
{1-2 1 
L0 0 0 


1ó6 





¬] 


18. Tìm ma trận X từ các phương trình sau: 


e) 


19. 


4) 


20. 


a) 


c) 








2 1 -3 2] [-2 
b.° = 
3.2 5 -3| |3 
2 7 3 1 F6 
3 5 2 2|X=l4I. 
9.4 1] 7 |2 


Giải hệ Cramer: 


2x,—X;—X; =4 
3x,+4x;—2x; =1l, 
3x,—2x;+4x; =11 


Xi+X;+2x;+3X, = 
¬ = 
3X, T—X;ạT—X;—2X¿ =~4 
› 


2X,+3x;T—XạT—X¿=~Ổ 


X,+2X;+3X; —X¿ =-Â 


X,+2x; t3x; +4xX¿ =Š 
2x¡+X;+2x; +3x¿ =Ï 
3x,+2X;+X;+2x¿ =] 


4x,+3X; +2X; +X¿ =—5 


2 1 9 0 
3 2 00 
g) A= . 
I1 1 3 4 
2 -I 2 3 
1 1 ¬I L -—l 3 
bXI2 I1 0|=14 3 2J. 
J3 ƒl 1 L -2 Š 
1 —l I 
4 6 2 
Loxji 0 1|~| 
¬Ï l§. 2 
1 1 —2 


x,+X;+2x; =—I 


b}ỳ 42Xi¡— 
4xị+ 


Giải các hệ phương trình sau: 


b) 


4) 


X;+2X; =-4. 


X;+4X; =~2 


X,+2x;+4x; =3l1 
45xi+X; +2x) =29, 


3x,—X; +X; =l0 


X;ạ 3X: +4X¿ =5 
X.—2X; +3x, =—4 
3x,+2x;T—5x, =12 


4X,+3x;T—3x; =5 





1Ø 


Xi=2X;+X;+x„=l 


€) {XịT—2X;+X, —X¿=Ì 


XỊ—2X;+X; +5X, =5 


Xị ~2X;+X;+X.—X, =0 
2x, TX;—X;TX¿+X; =0 
Xị+7X;T—ŠX;—5X, +5, =0 


3X TX; =2X; +X. —, =0 


h) 


Xi +X;~—3x; =—I 
2Xi+X;~2x; =1 

Xi+X;+xX; =3 

Xịi+2X;~3x; =l 

Xị +2X;T=3x,+2x, =0 
Xị—X;¿~3X; +X„T—~3x, =2 

2x. 3x; +4x, —5X¿+2x, =7 
9x, -9x;+6x; —l6x, +2x,=25 


Ù 


2L. Tìm a để hệ phương trình sau vô nghiệm, có một nghiệm duy nhất và có 


vô số nghiệm: 
X+Yy+3z=a 
âax+y+5z=4. 
X+ay+4z=a 
ĐÁP SỐ 
1.68. 2.a) 1, b) ab — (c? + đ?); c)—2. 
4.a) 1, b) 2a'(a + x). 


4) 4L—x— y—z, b) 160, 





c) 900, 


đ) - 3@œˆ2 + 1)(x?~ 4). 


Š.a)n!, b)n!. 6.x=2,x=3,x=4, 
: 3 1 3 9 
5$ 6 : 
8. a) : Í b)1)và2) |3 6|; 3)|-3 6]; 
: 5 6 9 12 
#1 -1l 3 n'-|l0 3 =2 e⁄|2 1 4 
|3 2 4J' L :2 ' -3 2 -—I 
Hệ: 3¬: =i W8 2 46 
©l|6 1 1 2| | 3|1 2 3|, 4) [13I. 
10 3 
|8 -1 4 6 9 
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9a)|-5 5 9|; 


12 26 32 
I7 4 4 
9 4 3, 
|3 3 4 


10. a) 


11.a)|8 0 31], 





13. a) r(A) = 2, 
14.a)^.= 0, 
b)À=l, r(A)=3; 


0 10 


15.1)J/2=|0 0 1|, Ƒ= 


1 0 0 
2)M=aE + bị + cử. 


SP nỊ 
-2 1 


1 -3 11 -38 

0 1 ~-2 7 

9) 

0 0 1 —2 

0 0 1 

12 4]; xjÐ.-.Í 

Ð 11 1 -l -l 
4|1 -I 1 -l 

I -l1 -l Ì 


r(A) =2, 


9 13 
b)|S 2 
4 11 


3 -2 1 
ÿ Ì 9| 


b) r(A) = 3, 
Xx#z0, 
À#l, 


r(A) 








c)r(A)=2, 


r(A)= 


15 


5 


10 


n coS nœ 
| đ) . 
1 sin nơ 


đ) r(A) =3. 
= X 
4. 


—sinnœ 
cos nơ 


E nếu n=3k 


J nếu n=3k+l 


J? nếu n=3k+2. 
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3 -23 s.. 24. 13 
tho | Ì b)|-4 § -2], 1m DỊ! 
-5 30 
1 2 3 Ũ 
đ) à.a lÍ ®)[-9x;—4x;+§ x; x;y  1lx;+5x;T10Ÿ. 
19.a)x. =3, x;= X; = |, b)x;= l,x;¿= 2, x;=— 2. 


20.4) x.=x¿=— 1,X;=0,X¿=l; b)x,=3,X;=4,xạ= 5, 
€)Xi=—2,X;=2,Xy=—3,X.=3,  đ)xy=l,Xs=2,Xy=l,X¿=— |, 
€) XỊ, X;, Xị= 2X; T— XỊ, Xị= |, 8) Hệ vô nghiệm, 

h) Xi = Xạ=X;=Ô, Xạ, Xs, 1) Hệ vô nghiệm. 


21. Nếu a = 1, hệ vô nghiệm; nếu a = 2, hệ có vô số nghiệm x = 2 — 2t, y = ~t, 
z=t, LIUỲ ý; 


Nếu a # 1 và a # 2 hệ có một nghiệm duy nhất 


§-5%a _ _2a-a  a+2 








xe Nà v7 
3(a —]) 3(a —]) 3 
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CHƯƠNG V. KHÔNG GIAN VECTƠ 


MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương V trình bày những kiến thức cơ bản về không gian vectơ, về không 
gian con và hệ sinh, về cơ sở của không gian vcctƠ, về bài tuán đổi cơ sở và 
về ánh xạ tuyến tính. 

Sinh viên cần hiểu rõ cấu trúc của không gian vectơ V, nắm được tiêu chuẩn 
để tập hợp W C V là không gian con của V, tìm được cơ sở, số chiều của V 
và quan hệ giữa toạ độ của một vectơ xác định theo hai cơ sở khác nhau của 
V, nhận biết được ánh xạ tuyến tính, tìm được ma trận của ánh xạ tuyến tính, 
tìm được trị riêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính. 


§ 1. KHÁI NIỆM VỀ KHÔNG GIAN VECTƠ 
1.1. Mỡ đầu 


Trong hình học sơ cấp, một vectơ Ÿ trong không 
gian được đặc trưng bởi bộ ba số thực (x, y, Z) là 
ba thành phần của nó (hình 5.1). 





Trong tập hợp các vectơ tự đo, nếu ta đồng nhất 
những vectơ có cùng hướng, cùng độ dài th có xư 
một song ánh giữa tập hợp các vectơ tự do Ý Hình 5.I 


trong không gian và tập hợp các bộ ba số thực (x, y, 2), tức là tạp hợp I. 


Trong tập hợp đó, ta đã định nghĩa phép cộng hai vectơ và phép nhân một 
vectơ với một số thực. 


Nếu Ÿ=(WVi,V;,V;), # =(w,,W;,w¿) và À là một số thực thì: 
Ÿý+W=(V,+Wj,V; +W¿2, Và †Wj)) 


ÀY =(AV,,ÀV¿,ÀVà). 
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Phép cộng hai vectơ có các tính chất như phép cộng hai số thực: nó có tính 
kết hợp, tính giao hoán, tồn tại phần tử trung hoà (vectơ 6), mọi vectơ ở đều 
có vectơ đối —ÿ. 


Phép nhân một vectơ với một số thực có tính phân phối đối với phép cộng 
hai vectơ và phép cộng hai số thực, ngoài ra nếu 2. và Hh là hai số thực thì 
ÄÁHŸ) =(ÀAI)ŠÝ và l.ÿ =ÿ, 


Ta nói rằng với hai phép toán này, tập hợp các vectơ tự do trong không gian 
CÓ cấu trúc của một không gian vectơ thực. Chương này nghiên cứu về các 
không gian vectơ thực (gọi tắt là không gian vectơ). 


1,2. Định nghĩa không gian vectơ 


Người ta gọi không gian vecrơ là một tập hợp không rỗng V các phần tử, gọi là 
vectơ, trên đó ta định nghĩa được phép cộng hai vectơ và phép nhân một vectơ 
với một số thực. Tổng của hai vectơ v và w được kí hiệu là v + w. Tích của 


V€ctơ v và số thực 2. được kí hiệu là Av. Hai phép toán đó thoả mãn các tiên đề 
Sau: 


(1) Nếu u và ve Vthìu+veV; 
()u+v=v+u,Vu,veV; 

Ô)0+(v+w) = („+ v) + w, Vụ, v, we V; 

(4) Tồn tại Yectơ Ô sao cho Ø +u =u +8 =u, Vụ e V; 


(5) Với mỗi vectơ u e V, tồn tại vectơ ~ u e V sao cho u + (Cu)=(Cu)+u=9; 


(6) Nếu u e V, 2. e lR thì Au e V; 
(Œ)ÀÄ(0+v)=Âu +Av, Vu, ve V, VÀ elR; 
(8) (À + H)u = Âu + Hu, VÀ, te R, Vụ 6V; 
(9) Àqu) = (Ah)u, VÀ. u 6 ïR, Vu e V; 
(10) lu=u, Vu e V. 


172 


-B0 
-s sói 


Các tiên đề (1) và (6) nói lên tính đóng kín của V đối với phép cộng hai 
vectơ và phép nhân một vectơ với một số thực. Vectơ 6 trong tiên đề (4) gọi 
là vectơ không. Vectơ ~ u trong tiên để (5) gọi là vectơ đối của u. 


Nếu trong định nghĩa trên ta thay R bởi C (tập hợp các số phức), ta được 


không gian vectơ phức. 
1.3. Các ví dụ 


Trong các ví dụ sau đây về không gian vectơ, việc kiểm tra các tiên đề (1) - (10) 
được xem như bài tập. 


Yí dụ 1 : TR" là tập hợp tất cả các bộ n số thực có thứ tự (x,, X;,.... X„). Phép 


cộng hai phần tử và phép nhân một phần tử với một số thực À được định 
nghĩa như sau : 


Nếu x=(X,,X;,...X,),y = y(,Y2,.... yạ) thì : 
X+y=(XỊ+VI,X;T+Wy,... Xụ † Yn); 


ÀX = (ÂXI, ÀX;, ..., ÀX,). 
Với hai phép toán đó, IR" là một không gian vectơ. Vectơ 6 của ïR" là vectg 
(0, 0,..., 0). Vectơ đối của x là vectơ — X =(CCX¡, —X¿,..., —X,). 


Người ta cũng gọi vectơ trong IR* là vectơ n thành phần. 
Ví dụ 2: Gọi P, là tập hợp tất cả các đa thức có bậc <n; 
P,= [P(X) = âu + AiX + A2X” +... + a,X"lâu, 8y .... aycR). 


Phép cộng hai phần tử của P, và phép nhân một phần tử của P, với một số 
thực được định nghĩa như sau: 


„ Nếu P(X) = âu + aX + AX? +... +a x" C P,, q(X) = bụ + b,x + b,X? +... +b,x" € P, 
thì P(x) + q(x) = (ay + bạ) + (ay + b))x + (a; + b;)x” +... + (+ b,)x®: 
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%p@) = (Àu) + (Àa,)X + (Aa;)X? +... + (Àa,)X", 
Với hai phép toán đó, P,„ là một không gian vectơ. Vectơ Ô của P, là : 
0+0x +0x? +... + 0x", 
Vectơ đối của p(x) là : ~ p(x) = — ây — a,X — ã;X?—.... — a,X", 
Ví dụ 3: Gọi 9\„.„ là tập hợp tất cả các ma trận cỡ m x n. Với phép cộng hai 
ma trận cỡ m x n và phép nhân một ma trận cỡ m x n với một số thực đã 


định nghĩa ở §3 chương IV, 9Ä„.„ là một không gian vectơ. 
1.4. Vài tính chất của các phép toán trong không gian vectơ 


1/0.u=0 Vu e V, 


2/À0=9 VÀ eR. 


3/^À.u =ÐØ => À =0 hoặc u = 0. 


Việc chứng minh các tính chất này xem như bài tập. 


§2. KHÔNG GIAN CON. HỆ SINH 
2.1. Không gian con 


Định nghĩa. V là một không gian vectơ với hai phép toán : Cộng hai vectơ 
và nhân vectơ với một số thực, W là một tập hợp con của V. Nếu với hai 
phép toán trên, W cũng là một không gian vectơ thì W gọi là không gian con 
của V, 


Theo định nghĩa đó, muốn kiểm tra W C V là không gian con của V, ta phải 


chứng minh rằng hai phép toán đã định nghĩa trong V cũng thoả mãn I0 tiên 
để của không gian vectơ đối với W. Định lí sau đây giúp cho việc kiểm tra 
dễ dàng hơn. 
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cọ £ 


Định lí 5.1. V j2 suột không giam vectd. W là một tập hợp con khác rỗng của 
V. Nếu: 


a)u,veW=—>ux+veVW, 


b)ueW,À^eR—AueW, 


thì W là không gian con của V. 


Chúng mình: Vì a) và b) được thoả mãn, nên các tiên đề (1) và (6) đã được 
thoả mãn đối với W. Các tiên đề (2); (3); (7); (8); (9); (10) đương nhiên cũng 
được thoả mãn đối với W. Ta chỉ còn phải chứng minh rằng các tiên đề (4) 
và (5) cũng được thoả mãn đối với W. 


Giả sửu e W. Do điều kiện b) Àu e W. Với À = 0, ta có 0.u = Ð e W, Với 
À=—I, ta có (—l)u =-u e W. Vậy trong W : 


u+Ð=ÐÔ+u=u. 
(~u)+u =u+ Cu) = [I+ (—1)]u = 0u = Ô. 


Đó chính là nội dung của các tiên để (4) và (5). Do đó, W là một không gian 
con, N 


Chú thích: Nếu V là một không gian vectơ thì bản thân V có thể xem là một 


không gian con của V, Còn tập hợp chỉ gồm vectơ Ô thoả mãn: 
0+90=09,20 =Ô 


nên tập hợp {Ô} cũng là một không gian con của V, gọi là không gian con 
không. 


Ví dụ I: IR` là một không gian vectơ (xem mục mở đầu). Xét W là tập hợp 
các điểm trong RẺ thoả mãn phương trình: x, + x¿+x; = 0. 
Nếu x = (X\,X¿, X;), y = (Y,.Vạ, Y;) là hai vectơ thuộc W thì ta có: 
Xi+X;+X;=0, 
y.i+Yy;+y;=0. 
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Do đó (x,+ y,) + (X;+ ÿ;) + (Xạ+ y¡) = Ô. 
Vậy x+y e W. Cũng vậy với À e ]R, ta có ÀX: + ÀX; + ÀX; =Ô, 
Vậy Àx c W. Theo định lí 5.1, W là một không gian con của IR}, 


Ví đụ 2: Tập hợp 9\„.. tất cả các ma trận vưông cỡ 2 x 2 là một không gian 


Y€ectơ (xem ví dụ 3). Gọi 9Ÿ là tập hợp các ma trận vuông cấp 2 dạng: 


b 
M-| [ae 
b ec 


Các phần tử trên đường chéo phụ bằng nhau. 


b b 
Nếu M, Nh nem, M, nh °lem thì 


có Ôi by c; 
arta, b,+b Àa, ^Ab 
M.+M.-=|3f42 bị+b; Øt. AM, =| *®! ' Lễ 9 
mà kia Cị+€; ° — |Ab, Xe l 


Vậy 3 là một không gian con của 9\,„.. 

Ví đụ 3: Nghiệm của hệ m phương trình tuyến tính thuần nhất n ẩn: 
ÂiIXi †3I2X; +...+ai.X„ =0 
32¡iXị †A;2X; +...+42nX, =0 so Äg<Ö 


AniXi fApzX; +... +. X„ =Ô 


(A là ma trận các hệ số), là một bộ n số thực x = (X,, xụ,... X„). Gọi W là tập 


hợp các nghiệm của hệ ấy. Rõ ràng W C IR", 


Nếu x =(x,„....x.) c W, Y =Ới.... y„,) e W thì Ax =0, Ay =0. Do đó : 


A(X+y)= Ax + Ay =Ô, suy ta x + y e W, 
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Với À e lR, A(Ax) = ÀAx =0, suy ra Àx e W, 


Vậy W là một không gian con của R", 


2.2. Tổ hợp tuyến tính. Hệ sinh 


2.2.1. Tổ hợp tuyến tính của một họ vectơ 
Định nghĩa. V là một không gian vectơ. Š = {xị, X¿,..., x„}C V. Biểu thức: 
C¡X: + C2X; +...+ Cu 

với c¡ € lR,¡ = 1,... n, là một vectơ thuộc V và gọi là một tổ hợp tuyến tính 
của họ §. 
Ví dự 4: Trong không gian vectơ !§?, vectơ (x, y) là một tổ hợp tuyến tính 
của các vectơ ¡ = (I; 0), j = (0; 1), vì : 

x.i+yY,j= x(l,0) + y(0, L) = (x, y). 


Vectơ (7, -3) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ xị = (1, L) và x; = (1 1) 
vì: 2x, + 5x; = 2(1, l)+ %(1,—1) = Œ, —3). 


2.2.2. Hệ sinh 


Định nghĩa. Š = {X\, X¿,..., X„,} là một họ vectơ của không gian vectơ V, Tập 
hợp tất cả những tổ hợp tuyến tính của họ S gọi là bao tuyến tính của họ S, 
được kí hiệu là span(Š). 

Định lí 5.2. Nếu S là một họ vectơ của không gian vectơ V thì W = span(S) 
là một không gian con của V, 

Chứng mình: Trước hết W z+ Ø, vì xị = 1.x, e W, Bây giờ cần kiểm tra các 


điều kiện a), b) của định lí 5. I. 


Giả SỬ: x =C,X, +... +cx,c W, y=dy,+...+duy, e W, Khi đó 


nân 


x+y= (C +đ,)X. +‹4..+ (Ca +d,)X„€ W, 
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với À €ÏÑ: ÀAx=(Àcj)X;+... + (Äca)x;, 6 W. 


Do W đóng kín đối với hai phép toán trong V nên W là không gian con của V, 


Định nghĩa. Nếu span(S) = V, tức là nếu mọi vectơ x e V đều có thể biểu 
diễn dưới dạng: 


XE=CjXi + C2X;#†... + CUX., 
ta nói rằng họ S sinh ra V hay S là một hệ sinh của V. 


Ví đụ 5: Trong không gian vectơ IR? xét hai vectơ ¡ = (1,0); j= (0, 1). Mọi 


vectơ trong IR” đều có dạng: 


x =(i ,X;) = XI(1, 0) + Xz(0, 1) = xi + xj, 


nên họ S= (i, j} là một hệ sinh của I2. 


Ví đụ 6: Trong không gian vectơ P; các đa thức có bậc < 2, xét họ ba vectơ: 
Đo(X) = 1, P,(x) = X, p;(x) = x?. Mọi vectơ pŒ) trong P; đều có dánŠ: 

P(X) = ax” + bx + c = apz(X) + bp,(x) + cpu(x). 
Vậy họ 5 = {pa(x), p;@), pa(x)} là một hệ sinh của Đụ. 


2.3. Họ vectơ độc lập tuyến tính, Cơ sở và số chiều của không gian vectơ 


2.3.1. Họ vectơ độc lập tuyến tính 


Định nghĩa. Ta nói họ vectơ S = {X¡, X;,.... x,} của không gian vectơ V là 
độc lập tuyến tính nếu biểu thức 

CIXI + C2X; +... +C,X, = Ô, (S.]) 
trong đó c¡,..., c„ là các số thực, chỉ Xây ra khi c¡ = c; =... = c„ = Ô. 


Nếu tồn tại các số cụ, cạ, -5„C„ Không đồng thời bằng 0 sao cho hệ thức (5.1) 
được thoả mãn, ta nói họ § là pự thuộc tuyển tính. 
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Ví dụ 7: Trong không gian vectơ IR, họ bốn vectơ xị =1, 1, 1), xạ =(, 1,0), 
x; = (1,0, 0), x„ = (3, 2, 0) có độc lập tuyến tính không? 


Giải. Hệ thức (5.1) ở đây là : 
c(Œ, 1,1) +@(1, 1,0) + c;¿(1, 0, 0) + c¿(3, 2, 0) = Ô = (0, 0, 0). 


Cị+€;+C¡ +3c, =0 
Do đó : +c¡ +c; +2c,=0 
€ị =0. 
Đó là một hệ ba phương trình tuyến tính thuần nhất bốn ẩn. Hạng của ma 
trận hệ số nhỏ hơn số ẩn, nên hệ có nghiệm không tầm thường (xem mục 


4.6). Vậy họ S phụ thuộc tuyến tính. 
Ví dụ 8: Trong không gian vectơ P; các đa thức bậc < 2, họ ba vectơ 
p(x) = x” — 2x + 3, q(x) = 2x — 2, r(x) = 2 độc lập tuyến tính hay phụ thuộc 


tuyến tính? 
Giải. Ta có : c(x2 — 2x + 3) + c;(2x~ 2) +c¿2=0 Vx 
©c¡x? +(— 2c, + 2c;)x + (3c, — 2c; + 2c;) =0 Vx 


€ =0 
© $-2c +2c; =0 ©c;=c;=c;=0. 
3c¡—2c; + 2c; =0 


Vậy họ §= {x?- 2x + 3, 2x — 2, 2} độc lập tuyến tính. 


Nhận xét: 1) Mọi họ chứa vectơ 9 đều phụ thuộc tuyến tính, vì 1.Ð = Ø 
2) Nếu họ S phụ thuộc tuyến tính thì mọi họ chứa nó cũng phụ thuộc tuyến 


tính. 


3) Nếu họ S độc lập tuyến tính thì mọi họ con khác rỗng của S cũng độc lập 
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tuyến tính. 


4) Nếu họ § = (x,, x;, .... x„} phụ thuộc tuyến tính thì tồn tại ít nhất một số 
Œ, # Ö sao cho ta có (5.1). Từ hệ thức đó rút ra : 


Xi = QIX +... + Œ—IXkS¡ + O2IX¿ị +... + 0X 


n# 


với œ, =———. Vậy một vectơ của họ S là một tổ hợp tuyến tính của các 
Cụ 


vectơ còn lại của họ. 
2.3.2. Cơ sở. Số chiêu của không gian vectơ 


Định lí 5.3. Cho V là một không gian vectơ sinh bởi n vectơ. Nếu §Š là một 


họ m vectơ độc lập tuyến tính trong V thì m < n. 


Chứng mình: Giả sử V = span|vụ, vụ, .... vạ} và 5 = {u¡, u;,..., u„} là một họ 
vectơ độc lập tuyến tính trong V. Khi đó u, = a,v, + ã;V; +... + a,v„. Vì uị # 9 
(do nhận xét 1), các a, không thể đồng thời bằng 0. Giả sử a, # Ö, nếu thế 
V = span{u,, vạ,..., v„}. Do đó u; = bịu; + C¿V; + C¿Vạ +... + cạv„. Một trong các 
số c, phải khác 0, vì {u,, n;} độc lập tuyến tính, vậy V = span({u,, uạ, vạ,.... v„}. 
Nếu m > n, quá trình trên được tiếp tục cho đến khi V = span({ú,, u¿,...., u,}. 
Khi đó, vì u,„, là một vectơ trong V, u,., là một tổ hợp tuyến tính của các 
vectơ {u,, u;,.... u,}, điểu này trái với giả thiết họ § = {u,, u;,.... u„} độc lập 
tuyến tính. Vậy m <n. § 


Định nghĩa. Người ta gọi cơ sở của không gian vectơ V là họ các vectơ 
{€¡, e;, .... e„} thoả mãn hai điều kiện: 


1) Họ {e,, e;,..., e„} độc lập tuyến tính; 
2) Họ {e¿, e;,..., e„} là hệ sinh của V, 
Định lí 5.4. Mếu {e,, e;,.... e„} và [Í, E;,.... f„} là hai cơ sở của V thì n = m. 


Chứng mình: Vì V = span [e,, e›,.... ©,} nên theo định lí 5.3, ta có m < n. 


Lại vì V = span[{fi, f;,.... f,„} nên n<m. Do đó n=m. 


Vì số vectơ của mọi cơ sở của không gian vectơ V đều bằng nhau, ta đưa ra 
định nghĩa sau: 
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Định nghĩa. Nếu {e,, e;,.... e„} là một cơ sở của không gian vectơ V, ta nói V 
là không gian vectơ ø chiều, n gọi là số chiều của V và kí hiệu là dimCV) = n. 
Ta nói không gian vectơ chỉ gồm vectơ 9 là không gian vectơ 0 chiều, 
đim({6]) = 0. 


Không gian vectơ V gọi là hữu hạn chiều nếu V = {6} hay V có cơ sở gồm 
một số hữu hạn vectơ. V gọi là không gian vectơ vó hạn chiều nếu nó không 
là hữu hạn chiều. 


Nhận xét: Trong không gian vectơ n chiều V, mọi họ S gồm n vectơ độc lập 
tuyến tính đều là một cơ sở, vì nếu 5 không là hệ sinh của V thì tồn tại vectơ 
xe V\span(S), vậy đim(V) > n. 


Ví dụ 9: Trong TR?, họ hai vectơ e, = (1, 0), e; = (0, 1) là một hệ sinh của R8? 
gồm hai vectơ độc lập tuyến tính trong 'R‡, vậy là một cơ sở của IRỶ, gọi là cơ 


sở chính tắc của ïR°. 


Ví dụ 10: Cơ sở chính tắc của không gian vectơ IR" là họ {ei, ;,.... EạÌ, 
trong đó e,= (0,..., 0, 1,0,..., 0) (1 ở vị trí thứ 1). 
Ví dụ 11: Cơ sở chính tắc của không gian vectơ P, là họ { 1, x, x”, ....”}. 


Ví dụ 12: Cơ sở chính tắc của không gian vectơ 3ÖÄ;„; là họ : 


I 0|10 1||0 0I|0 0 

0ø 0[10 0J11 0J10 1Ì] 
Định lí 5.5. Nếu S = {e¿, e;,..., e„} là một cơ sở của không gian vectø n chiều V 
thì mọi vectơ x e V đêu có thể biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng : 


X =C¡6¡ +©;Ê; +... + C;€„, (5.2) 


trong đó €¡, Cạ,..., c„ € ÏR. 
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Chứng mình: Vì S là một cơ sở của V nên là một hệ sinh của V. Do đó, mọi 
vectơ x e V đều biểu diễn được đưới dạng (5.2). 


Dạng biểu diễn ấy là duy nhất, vì nếu x còn có thể biểu diễn được đưới dạng: 
X=dj@i + d;e; +... + dụe, (5.2 
thì bằng cách trừ hai đẳng thức (5.2) và (5.2)' từng vế một, ta có : 
9 =(c¡ — đ,)ei + (cy — đ;)e; +... + (cạ — dX,. Œ®) 


Vì họ S độc lập tuyến tính nên từ (*) Suy ra cị — đ, =0, c; — dạ = Ö,...., c„ — đụ = Ö 
hay c¡ = dị, c; = d;,...,c„, = d.. M 


Định nghĩa. Các số c, c;,.... c„ được xác định một cách duy nhất bởi công 

thức (5.2) gọi là các toạ độ của vectơ x đối với cơ sở S. 

Vectơ (C¡, c,..... cạ) € JR" gọi là vecrơ toa độ của x đối với cơ sở S, được kí 

hiệu là (x);. Vectơ (x); = (Cụ, cạ,..., c„) viết dưới dạng cột là một ma trận cỡ 
€ 


n x 1, kí hiệu là [x], : (x] =| 


c 


n 
gọi là ma trận tọa độ của x đối với cơ sở S. 


Định lí 5.6. V là một không gian vectơ n chiều, S = {X\, X;, ... X,} là một họ 
vectơ độc lập tuyến tính trong V, r < n. Khi đó có thể tìm được n — r vectơ 
Xi» Xazs «„ Xụ SAO Cho họ [X), ..., X„ Xuài, ..., X„} là một cơ sở của V, 


Ta thừa nhận định Hí này. 
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§3. HẠNG CỦA MỘT HỌ VECTƠ 


3.1. Định nghĩa. S = (xạ, X;;... XvÌ là một họ vectơ trong không gian vectơ 
V. Số lớn nhất các vectơ độc lập tuyến tính lấy ra từ họ 5 gọi là hạng của họ 
S, kí hiệu là r(S). 


Định lí 5.7. Hạng của họ § bằng số chiêu của không gian con sinh bởi họ S. 
r(S) = dìm span(S). 


Chứng minh: Đặt r(S) = p. Trong họ S có nhiều nhất p vectơ độc lập tuyến 
tính, có thể xem đó là xạ, xạ, .... x„ Khi đó với 1 = P + 1,p+2,... n, họ các 
vectơ {X,, X;, ... Xạ X;} phụ thuộc tuyến tính, nên tồn tại p + Ì số c; không 
đồng thời bằng 0Ö sao cho: 

C¡Xy + CạX; +... + CuXp † C;v¡Xị = 9. 


Nếu cạ., = Ú thì do Xị; X;; .... X; độc lập tuyến tính, ta có G¡ = C; = ... = C; = 0, 
điều này vô lí, vậy cụ. # 0. Từ đẳng thức trên suy ra: 





1 : 
X;=T— (CXị +€¿X; +... tt CoX;}, i=p+l,p+2,..,n. 
€ 
p+l 


Đặt W = span(S). Ta có span({x,, Xạ.... X„}) = §. Họ {X¡, Xz ... x;} là hệ 
sinh của W, nó gồm p vectơ độc lập tuyến tính, vậy: 


dimspan(S).= p = r(). 6M 
3.2. Tính hạng của một họ vectơ bằng các phép biến đối sơ cấp 


Phương pháp tính này được trình bày qua ví dụ sau: 


Ví dụ : Tính hạng của họ vectơ § = {Xị, Xa Xạ, Xe, x;} C JR với 


x, =(1, 2, 3), x; = (2, 3. 4), X; = Œ, 5, 7), x¿= (1, 1, , X; = (0,1,2). 


Giải. Lập ma trận A với năm hàng là năm vectơ tọa độ của các vectơ đã cho : 
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W2? 
.Sàh: 
hy 


_ 


L1 3 
2 3 4 
A=l3 $§ 71. 
l1 1 
0 1 2 
Dùng các phép biến đổi sơ cấp về hàng để đưa ma trận A về dạng bậc thang : 
L0 3 I 2 3 1 2 3 
2 3 4|(h,-2h) |0 -1 -2 0 -—L -2 
A=l3 5 7|(h,-3h)|0 -1 -2 (h;+h,) |0 0 0|=B 
L1 I|(h,¬h,) 0 -I -2|(h,-h,) 0 0 0 
0 1 2 0 1 2|(h-h) |0 0 0 


Dễ thấy rằng các phép biến đổi sơ cấp về hàng của ma trận không làm thay 
đổi bao tuyến tính của các Vectơ hàng của ma trận đó và các vectơ hàng khác 
không của ma trận dạng bậc thang B là độc lập tuyến tính. Do đó, r(S) = 2. 
Một cơ sở của không gian con sinh bởi năm V€CtƠ Xị, X;, X;, X¿, X„ là 


(e¿= (1,2,3), e; = (0,— 1,—2)}. 


§4. BÀI TOÁN ĐỔI CƠ SỞ 
4.1. Đặt bài toán 


Giả sử B = {e,, e;,.... e„} và B'= {eise2..¿eL} là hai cơ sở của không gian 
vectơ n chiều V, v là một vectơ e V. Đối với cơ sở B ta có : 
V= VỊ€¡ + V;ạÊ; +... + VỤ€,, @G.3) 


Vụ; V;, ..., V„ là các tọa độ của v đối với cơ sở B.. Do đó, ma trận tọa độ của v 


đối với cơ sở B là : 
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%s 
0g 


Đối với cơ sở B' ta có : v= vịei + V2€; +...+ Vạ€n - (5.4) 
, 
Vị 
t 
A234 Ả đo TƯ Vị 
ma trận tọa độ của v đối với cơ sở Bỉ là : [vÌ; =|1. 
, 
V 


Hãy tìm liên hệ giữa [v]; và [v]x. 
4.2. Ma trận chuyển 


Trước hết, ta biểu diễn các vectơ e;,€;,....€„ qua Các veCtƠ €, ©;,.... €ạ. 


đua 

© = ĐịjÊi + Pạ¡Ê; +... PaiÊn› 
Là 

€; =Dị¿€( †P¿;€¿ Ê.-.P DaaÊn› 


(5.5) 


VI 
Cạ= ĐịnÊi + ĐanÊ2 +... ĐnnÊn- 


Thế (5.5) vào (5.4), ta được : 
V=VI(Pi¡€, +Đạ¡Ê; +...+D„yÈn}† 
+ V2(Pi¿E, +P¿;Ê; +...+Daz€a)+ 
+ức, 
+ VI (Pin, + Dạn€; +... † Dạn€n ) = 
=(PiVi+PiaV2+...† PiaVn)6i + 


Kc, , , t 
=(Pa,Vịi +D+;V2 +...+PaaVa)Ê; + 





+(PjịV; +DazY; +...+t ng Vũ }en- 
So sánh với (5.3), ta được: 
Vị =PnVi +PIaV; +... + VịyVy 
Vạ =P2iVị +Pz;V; +... ĐạnVạ (5.6) 


, , t 
Vạ^= ĐaiŸi + DaaVY2 +..-† ĐnaYn- 


Công thức (5.6) có thể viết dưới dạng ma trận 
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vã 
` 
») 


He 
> 


[v] = P.[v]v, (5.7) 
Pu Đụ Địn 

tong đó:  P=| "2 Pa +” Pa (5.8) 
Đại Địy *O Đàn 


gọi là ma trận chuyển cơ sở từ B sang B“ 
Lưu ý rằng ma trận chuyển cơ sở P gồm n cột, cột thứ ¡ chính là [e;],,. Vậy : 


P =[Is], [e;]; 21s. 1t lệ 


Vì các vectơ e¡,e;,....e› độc lập tuyến tính, nên detP z 0. Do đó ma trận P 


khả nghịch. Từ công thức (5.7) suy ra : 
[vly = P'[v];. @5.9) 


Ví âu 1: Cho hai cơ sở trong IỆ” là B = {e,, e;| và B={e,e;} „ trong đó : 


°-k} +-l}<-l}“-] 


1) Tìm ma trận chuyển cơ sở từ B sang B'. 
: b) 
2) Tìm [v]y nếu v = 3} 


Giải. 1) Trước hết, ta có eị = 2€, +e;,e2 = e, +e;. Do đó, ma trận chuyển từ 


Bsang B' hà : 
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vi |=| ai =5 3e;, nê =| |. Do đó, th 57 Ố: 
ì 3Ỉ” Ni MS e;, nên [V]s =Í ¿ | o đó, theo (5.7) ta có : 
ch 1 -I1||5| 12 
[vh; : : Ivì, "kh 2 In : 


Ví đụ 2: 1) Chứng mình rằng trong không gian veCtØ P; các đa thức có bậc 
<2,hoB=[1,Q— xŸ.,(1+* x)?} là một cơ SỞ. 


2) Tìm ma trận chuyển từ cơ sở B đến cơ sở chính tắc B' = |1, x, x'}. Tìm 
tọa độ của đa thức p(x) = a + Ðx + cx? đối với cơ sở B. 


Giải. 1) Vì P; là một không gian vectơ 3 chiều nên để chứng minh rằng B là 
một cơ sở của P;, chỉ cần chứng mính rằng ba vectơ 1, (1 — x), (1 + x} là 
độc lập tuyến tính. Bạn đọc hãy chứng minh điều đó. 


2) Phân tích các vectơ của B' theo các vectơ của B, ta được: 


1=1.1+0.(1— x+ 0 +x}; 

x=01<50-x)+2 03) : 

x?=-I 1+1(—xÿ?++(1+x} 
1+ P . 


Do đó, ma trận chuyển cơ sở từ B sang B' là : 


1 0 -Ì 
?=|[I, [x); [x1,l* 0 =. h ` 
1 1 

NG 
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ta có theo công thức (5.7): 


l1 0 -I a~c 
L 1| |? 'G 
Íp], = P[p], =|0 "4 ;lIP|= § Xin 
€c 
sẽ nh 
42 4 


Như vậy ta có : 


peozs=et|~z+Ÿ )a~s†+(+£)asg 


§S. ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 
5.1. Định nghĩa và ví dụ 
3.1.1. Định nghĩa ánh xạ tuyến tính 


V, W là hai không gian vectơ. Ánh xạ f:V — W gọi là ánh xạ tuyến tính nếu 
nó thoả mãn hai tính chất sau: 


1) f(u + v) = f(u) + f(v), Vu,ve V; 


2) tậu) = Af(u), VÀ e R, Vu c V, 
Nếu f: V —> W là ánh Xạ tuyến tính thì : 
f(Âti + À¿u;) = ÀJf(0,) + %;t;),À„,À„ e lB, Vui,u; € V, 


3.1.2, Các ví dụ 


Ví dụ 1: Xét ánh xạ f: V —> W, xác định bởi f(u) = 9 e W, Vu e V. Đó là 
một ánh xạ tuyến tính vì: 


l) Vu,ve V,f(u)= 9, fv)= 9,f(u+v)= 9, do đó fíu + v) = f(u) + f(v). 


2)VÀeR, Vu eV, f(u) = 9, Âu) = 0, đo đó f(Âu) = Af(u). 
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Ánh xạ đó gọi là ánh xạ không. 


Ví dụ 2: Xét ánh xạ f: V — V, xác định bởi f(u) = œu, Vu V, œ là một số 
thực. Dễ kiểm tra rằng đó là một ánh xạ tuyến tính. Ánh xạ đó gọi là ánh xạ 


đồng dạng. Nếu œ = 1, ánh xạ đó là ánh xạ đồng nhất, kí hiệu là Ï. 
Ví dụ 3: Ánh xạ f : IR? —> I`, xác định bởi f: x, y) => & + y,X— y,X + 2y) 
là một ánh xạ tuyến tính. Thật vậy, Vu, v E?,u = (Xụ, y)), V= (X;, y;) và 


v^ecR, thì f(u + v) = ÍŒX, + X;, Yị + Y2) = 


=(Xi†+X;¿+Yyi ÐW¿y, Xịt XTYp—Ÿy; Xx+X¿+2y¡+2y;) 
=(XI+ÿi, Xi T Vụ Xị + 2V) + (X¿ + Yạy X; — Y2; X; † 2y;) 
= f@xu, yì) + fGX¿, y¿) = fU) + Ẩ(V): 

f(u) = f(AX,, Äy)) = (AX + ÀY¡, ÀX, — ÀYo, ÀÄXị + 2Ày )= 
=À(X, + Vu, Xị — Y, X + 2y) = XÍGS vị) = XÊU). 


Ví dụ 4 : Gọi A là một ma trận cỡ m xn, x là một ma trận cỡ n x ]. 


any 3; Ân Xị 
a â a X 
2 2 
N= 21 2n ,x= 
Âm Âm¿ Âmn Xụ 


Nhân Á với x, ta được một ma trận cỡ m x 1 : 


8iyXi tân X; +... £A¡nX 
AzXị +âzX; +... + 8ạnX 
Ax= 


A„Xị +âm¿X; +... + â„»X 
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Vậy ánh Xạ f xác định bởi ẤX) = A.x là một ánh xạ từ IR" vào IR”. Từ định 


nghĩa phép cộng hai ma trận và phép nhân một ma trận với một số, ta thấy 
rằng ánh xạ f xác định như vậy là một ánh Xã tuyến tính. 


3.2. Các phép toán về ánh xạ tuyến tính 


® Giả sử V, W là hai không gian vectơ, ƒ: V _>W,g: V —> W, là hai ánh xạ 
tuyến tính, Tổng của hai ánh xạ f và 8. kí hiệu là f + &. là ánh xạ được xác 
định như sau: Vu e V,(f+ g)(u) = f(u) + gíu) e W, 


Tích của ánh Xạ Ê và số thực ^., kí hiệu là 2ƒ, là ánh xạ xác định bởi: 
Vu e V, (A(u) = Af(u) e W, 
Dễ kiểm tra rằng f + E và Àf cũng là những ánh Xạ tuyến tính. 


® Giả sử V, W, U là bạ không gian vectơ f : V -x Wvàg: W —> U, là hai ánh 
Xạ tuyến tính. Khi đó, ánh xạ hợp (xem mục 3.4, Chương D) xác định bởi: 


Vu € V, (gsfJ(u) = g(f(u)) e U, 


ánh xạ tuyến tính. 
5.3. Ma trận của ánh xạ tuyến tính 
® Giả sử V, W là hai không gian vectơ, dim(V) = n, dim(W) = m, B= {e,,....e,} 
là một cơ sở của V, B'~ (e.....e„} là một cơ sở của W, f: V _y w là một 
ánh xạ tuyến tính, ta có Vx € V, 

X =XIÊi + X;Ê; +... + eỤ, 
Do đó : fx)= XIẤ@¡)+ X;Í(€;) +... + X;f(e,). (5.10) 


Vậy ánh xạ f được hoàn toàn xác định nếu biết f(e,), f(€,),..., f(e,). Vì f(e,), 
f(,),....f(e,) c W, có thể phân tích chúng theo các vectơ của B. Giả sử : 
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f(€)= âjEi +26; +...+2€m, 
Tin ý : 
f(€;)= a;ei +a;;©; +... +4 2£, 


f(€„) = in; + đzn€2 +... 3 mn€, 


mn “m*° 


Thế vào (5.10),ta được : 


Ê(X) = XI(AiyEi + 82¡62 +...+ 4m Em) 
+X;(4i; +8;2€; +...+Anz€m) 
+. 


h4 /, , 
+X,(3inEi +42„£2 +... + 4a Cm ) = 


=(AiX)i +â¡;X; +...+aiaXa)€[ + 

+ 
+44;iXI +82zX; +...+4nXa)€¿ + 
+ảó, 


: 
3m +âm2X; +... + AnnX. )€m- 


Do đó, ma trận tọa độ của f(x) đối với cơ sở B' là : 





AiiXi +t¿X¿ +... † AinXn ân 3Â; óc địa || Xi 
âziXi+8;;X; +...+42X 8; 8ạ; a„a || X; 
[f()],, = nền Í~ "Í ?|.(5.19) 
Am Xc +â„2X: +... 8n Xã Bm âm; 8m || X› 
ân 3; địn 
a 3; 
Ma trận A=| ` ” k 
Âmi Âm2 *mn 


gọi là ma trận của ánh xa tuyến tính f. Công thức (5.11) có thể viết là : 
[f()]y = Alx]s. (S.12)- 
Lưu ý rằng ma trận A gồm n cột, cột thứ ¡ chính là [f(e,)]z. Vậy : 


A =f{Ứ€,)z [f(@;)]„ ... (,)1g]. 
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Ví dự 5: Tìm ma trận của ánh xạ tuyến tính f : IR? -> IRỶ, xác định bởi: 


fx,Yy)=(x +y,X—y,x+2ÿ) 


theo các cơ sở chính tắc của IRˆ và JRỀ. 


Giải. Cơ sở chính tác của là {e, = (1, 0), e; = (0, 1)}, của IR° 
là {ei =(1,0,0);e; = (0,1,0);e; =(0,0,1)}. Do đó : 
f,)=f(1,0)=(1,1, D, 


f(;) = f(0, l)= (1, —1, 2). 


Vậy ma trận của ánh xạ tuyến tính f là ; 


Ví đự ó : Tìm ma trận của ánh xạ tuyến tính f : P; —› IR, xác định bởi : 


f(a + bx + cx?) =(a+c,b—a-—c) 


theo các cơ sở chính tắc của P„ và IR?, 


Giải. Cơ sở chính tắc của P; là le, = !, e; = x, ey = x?}, của IR? là 
{e; =(,0);e; =(0,D}. Ta có : 
f(e)=f(I + 0x +0x?)=(1,— [)=(1,0)- (0; l)= e¡—e€;, 
f(e;) = f0 + 1.x + 0x?) = (0, 1) = e2, 


f(e;) = (0 + 0.x + 1.x?) = (1,— ])= e[—~€2. 


192 


8i 
sông, 


I 0 1 
Vậy ma trận của ánh xạ tuyến tính f là : ĐI | 


Chú thích : Nếu V = W, ánh xạ tuyến tính f: V -—> W gọi là toán tử tuyến 
tính trên V. Trong trường hợp đó, ta chọn cơ sở B = B'. Ma trận của toán tử 
tuyến tính f là ma trận vuông. 


5.4. Trị riêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính 


V là một không gian vectơ, f: V —> V là một toán tử tuyến tính. Không gian 
con W của V gọi là bất biến đối với ƒ nếu f(v) e W, Vv e W, tức là nếu 
f{W) C W, Rõ ràng, tập hợp {6| và V là những không gian con bất biến đối 


với f. Vấn đề là, ngoài {Ð} và V„ còn những không gian con nào khác của V 
bất biến đối với f. 
5.4.1. Trị riêng. Vectơ riêng 


Số À. gọi là /:7 riêng của toán tử tuyến tính f: V —> V nếu tồn tại vectơ x c V, 


x # Ð sao cho : 
fŒ%x) =Àx. (5.13) 
Khi đó, vectơ x gợi là vecrơ riêng của toán tử tuyến tính f ứng với trị riêng Â. 


Nếu 2. là một trị riêng của f, đặt Vạ là tập hợp gồm vectơ Ð và tất cả các 


vectơ riêng của f ứng với À. 
Định lí 5.8. Tập hợp Vị là một không gian con của V, bất biến đối với f. 
Chứng mình : Nếu x\, x; e V; thì : 
Í(Xị + X;) = f(xX,) + f(X;) = ÀX. + ÀX; = À(X, + X;). 
Do đó x, + x; e Vị. Nếu k #ÔO, ta có : 
f(kx) = kfx,) = kÀx, = À(kx,). 
Từ đó ta có kx, e V;. Vậy Vị là một không gian con của V. Ngoài ra, nếu 


Vx € V› thì Í(x) =Àx e Vạ, nên V¿ bất biến đối với f. âÑ 
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Định nghĩa. Người ta gọi V›ạ là không gian con riêng của f ứng với trị riêng À. 
5.4.2. Phương trình đặc trưng 


Giả sử dim(V) =n,B= {e,, e,..., €.} là một cơ sở của V. Gọi A là ma trận 
của toán tử tuyến tính f, đó là một ma trận vuông cấp n, cột thứ ¡ là ma trận 
tọa độ của f(e,) đối với cơ sở B. Theo công thức (5.12), ta có : 


[fŒ)]; = A[xis. 
Vì vậy phương trình (5.13) có thể viết đưới dạng: 
8iiXi +âi;X; +...+IyX„ =ÀX, 
A;jXị Ê82>X; +...+4nX. =ÀX; 
ÂạIXi †ân¿X; +... + AnnX, =ÀXG 
hay: 
(Ai; —À)X, +âizX; +...+a„X„ =0 
3;Xị +(Az; ~À)X; +...+a2„X„ =0 (5.14) 
đnIXi ân2X; +...+ (An —À)X„ =0. 


Đó là một hệ n phương trình tuyến tính thuần nhất n ẩn, nó có nghiệm không 
tầm thường khi và chỉ khi định thức của ma trận hệ số của nó bằng 0 (mục 
4.6. Chương IV). 


an TÀ âpy  à. 8 
3ại  3z~À đạn |_ 0. (5.15) 
ân Ân; Ânn -À 


Phương trình (5.15) gọi là phương trình đặc trưng của toán tử tuyến tính f. 
Đó là một phương trình bậc n đối với À, nên nó có n nghiệm, thực hoặc 
phức, đơn hoặc bội. Nghiệm của (5.15) là trị riêng của f. Sau khi tìm được trị 
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riêng À, nghiệm không tầm thường của hệ (5.14) ứng với À là các vectơ riêng 
tương ứng. 


Định lí §.9. Phương trình đặc trưng của toán tử tuyến tính † không phụ thuộc 
vào việc chọn cơ sở của không gian vectơ V. 


Ta thừa nhận định lí này, 
3.4.3. Các ví dụ 
Ví dự 7 : Tìm trị riêng và vectơ riêng của toán tử tuyến tính f: R2 —› JR? xác 
định bởi : 
Ẩ(Xị, X;) = (ŠxXị + 4x;, 8x, + 9x,). 


Giải. Trước hết, ta tìm ma trận của f theo cơ sở chính tắc của IR?. Ta có : 
f(e,) = f(I, 0) = (5, 8) ; f(e;) = 0, 1) = (4, 9). 


5 4 
Vậy ma trận của f là A = | ) ; phương trình đặc trưng của f là : 


hay Aˆ ~ 14^A,+ 13 =0; nó có hai nghiệm À„ = 1, 1; = 13. Đó là các trị riêng 
của f. 


Hệ thuần nhất (5.14) ứng với A. = 1 là : 


4x t4x; =0 
8x,+8x,=0 ` 


Hệ ấy tương đương với phương trình x, + x; = 0. Phương trình đó có 


nghiệm (œ, — ơ) với œ tuỳ ý e R. Vậy các vectơ riêng ứng với trị riêng À¡ 


là œ(1,~— 1) với 0. 
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Hệ thuần nhất ứng với ^.= 13 là : 

-8x,+4x, =0 

8x,—4x; =0. 
Hệ đó tương đương với phương trình : 2x, — xạ = 0. Phương trình đó có 
nghiệm ÿ(1, 2) với B tuỳ ý e lR. Vậy các vectơ riêng ứng với trị riêng ^„ là 
B(1, 2) với B z0. 
Ví đụ 8 : Tìm trị riêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính f: JR” -> IR? xác định 
bởi : 

Ẩ(X,, X;, X)) = (2X, — 5x; ~ 3X;,—Xị— 2X,— 3y, 3Xị + 15x; + 12x). 


Giải. Ma trận của toán tử tuyến tính f theo cơ sở chính tắc của IR là : 


2 -5 -3 
-] -2 ~3 
3 l1§ 12 


Do đó, phương trình đặc trưng của f là : 


2-A~ -5  -3 20-L -5 -3 
0=|-Í -2-A  -3 =|=l! =2-A 3| 
3 l§ I2-A(h¿+3h) |0 9-34 3-3 


2—À^. =5 ~ 
=(-M|-l -2-^A -3, 
0 3 l 
Cộng cột thứ 2 với (~ 3) lần cột thứ 3, ta được: 
2—^ 4 ~ 


0=@-A)|-! 7-A ~ =@-A^) 
0 0 l 


[ =(3~A)(?~ 9A.+ 18) 


4 
7À 
=(3— À)(Â — 3)(^.— 6). 
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Vậy f có hai trị riêng : À, = 3 (trị riêng kép) và A; = 6 (trị riêng đơn). 
Các vectơ riêng ứng với À„ là nghiệm không tầm thường của hệ thuần nhất : 


XI —5X¿ —3x; =0 
—Xị —5X;T—3x; =0 
3x, +l5x; +9x; =0. 


Hệ ấy tương đương với phương trình x, + 5x; + 3x; = 0. Trong IR3, đó là 


phương trình của một mặt phẳng đi qua gốc tọa độ. Vậy không gian con 
riêng ứng với À¡ là không gian 2 chiều. Cơ sở của nó gồm hai vectơ độc lập 
tuyến tính có tọa độ thoả mãn phương trình x, + 5x; + 3x; = 0. Chẳng hạn, 
e.=(3,0,—]), e; = (5, — 1,0). 


Các vectơ riêng ứng với À„ là œ(3, 0, —L) + 8(5, — I, 0) với œ, B không đồng 
thời bằng 0. 


Các vectơ riêng ứng với À; là nghiệm không tầm thường của hệ thuần nhất: 


4xị +5X; +3X; =0 —l5x; —5x;ạ =0 
(hị —4h;) 
XỊ +8x¿ +3x; =0 (h Ho” 3X; +x; =0 
XỊị +5X¿ +2x; =0 Pa Xị¡ +5x; +2x; =0 
3x;¿+xị=0 
« Xạ+X (®) 
Xị +5X; +2x; =0, 


Trong IR, hệ (*) biểu diễn giao tuyến của hai mật phẳng đi qua gốc tọa độ, 


tức là một đường thẳng đi qua gốc. Đó là một không gian con 1 chiều trong 


IRÌ, cơ sở của nó là một vectơ khác 6 bất kì, có tọa độ thoả mãn hệ (*), chẳng 


hạn nếu lấy x; = — 3, ta được vectơ eạ = (1, 1, —3). Các vectơ riêng của f ứng 
với À„ là y(1, 1, ~3) với y z 0. 
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CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Định nghĩa không gian vectơ. Tập hợp các đa thức có bậc > n có phải là 
một không gian vectơ không? 


2. Định nghĩa không gian con. Giả sử V là một không gian vectơ. Điều kiện 
để tập hợp W C V là một không gian con của V. 

3. Định nghĩa cơ sở của một không gian vectơ. Vì sao mọi họ n vectơ độc 
lập tuyến tính trong không gian vectơ n chiều là một cơ sở của V? 


4. Vì sao nếu họ {e,, e,,.... ©,} là một cơ sở của không gian vectơ V thì mọi 
vectơ x e V đều có thể biểu diễn được một cách duy nhất dưới dạng: 


X= C¡êt + C26; +... +c,e,? 
5. Hạng của một họ vectơ: Định nghĩa, cách tính. 
6. Khi đổi cơ sở của một không gian vectơ, giữa các tọa độ của một vectơ 
đối với các cơ sở đó có mối liên hệ gì? 
7. Định nghĩa ánh xạ tuyến tính. Ánh xạ f: R -> R, xác định bởi f(x) = 2x + 3 
có phải là ánh xạ tuyến tính không? 


8. Định nghĩa trị riêng, vectơ riêng, không gian con riêng của toán tử tuyến 
tính. 


9. Các mệnh đẻ sau đây đúng hay sai? 


a) Nếu họ vectơ {u, v] độc lập tuyến tính thì họ vectơ {u, u + v} cũng độc 
lập tuyến tính. 


b) Nếu họ vectơ {u, v} độc lập tuyến tính thì họ vectơ {u, v,u + v} cũng độc 
lập tuyến tính. 


©) Nếu họ vectơ {u, v, w} độc lập tuyến tính thì họ vectơ {u, v} cũng độc lập 
tuyến tính. 
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đ) Không gian vectơ I? có một cơ sở gồm các vectơ {Xx, x + y,X—y], trong 
đó x, y là hai vectơ độc lập tuyến tính trong IR$, 

©) Nếu {x¿, x;, x;} và [y,, V„, Y;] là hai cơ sở của IRỶ thì {xị + yụ, X;ạ + Yz X; + V4} 
cũng là một cơ sở của IR°, 

Ÿ) span (u, v) = Span(u, v, ku + /v), trong đó k,/ec ïR. 


8) Mọi họ bốn vectơ # 0 của ïR* đều là một hệ sinh của IR*, 


BÀI TẬP 
1. Hãy kiểm tra lại 10 tiên đề của không gian vectơ trong các ví dụ 1, 2, 3 
của mục I.I, 
2. Với các phép toán đã xét trong ví đụ l, các tập: 
a)U=[x=(%X,, x;, 0, 0)|xị, x; 6 ÏR); 
b) W = {x= (ŒXụ, X;, 1, I)|xụ, x; e RỊ 
có phải là không gian vectơ không? 
3. Tập hợp X = [x = (X,, X;, Xạ, X;)|X, € Rị,í= 1,2,3, 4} có phải là không 
gian vectơ không nếu ta đưa vào hai phép toán sau: 


YX,y €X,X= (X,, X;, Xu, X.) VỚI X, € RỊ,i=l,4,y=Œ, Ÿ;. Ya, Vụ) với 
Mi € Ñc, Í=E4 tHÌ x + ÿ = uy XaYy Xayy Xgy,), và với À bất kì thì 


 .. 
ÀX =(Xj,X?,X;,x4)2 


4. Các tập hợp những hàm số sau đây, trong đó phép cộng hai hàm số, phép 
nhân một hàm số với một số thực được hiểu theo nghĩa thông thường có là 
không gian vectơ không ? 


3) Tập hợp các hàm số f(x) liên tục trên [a, b]. 
b) Tập hợp các hàm số f(x) khả vi trên [a, b]. 
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©) Tập hợp các hàm số sơ cấp. 


5. Tập hợp các đa thức bậc hai với hệ số thực với phép cộng hai đa thức và phép 
nhân một đa thức với một số thực có phải là một không gian vectơ không? 


6. Chứng minh rằng tập hợp tất cả các nghiệm của hệ phương trình : 
AiX#+a;Y+asz+a,t=0 
bịx+bạy +bạZ+ bạt =0 
CịX#C2y +C;Z+cạt=0 
địx + dạy + đạz + dạt = 0 


(với a„ b, c„ dị e ïR, ¡=1,4) với phép cộng hai nghiệm, phép nhân một 


nghiệm với một số thực thông thường là một không gian vectơ, 


7. Chứng minh rằng tập hợp 9\,„. các ma trận vuông cỡ 2 x 2: 
b 
All [=ees sl 
c d 


với phép cộng hai ma trận và phép nhân một ma trận với một số thực thông 
thường là một không gian vectơ. 


8. Chứng mình rằng tập hợp : F = y= (0, y;, vụ yạ)| y, elR,ï= 2,3, 4] 


a b 
"" | vhecRỊ 
ca 


F=ly=Ói.Y;„,Yy YA| Y + y; +y¿ = 0] 


là một không gian con của ïR°, 





9. Chứng minh rằng tập hợp : E= b cØt,„; 
là một không gian con của Dư ờNG 

10. Chứng minh rằng tập hợp : 

là một không gian con của ÏR°. 


11.S= {x, x;... x¿) là một họ vectơ trong không gian vectơ V. Chứng 
minh rằng nếu S chứa vectơ 6 thì họ S phụ thuộc tuyến tính. 
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« 
cà 


Sa? 
“, 
hs 


12. Cho P; là tập hợp các đa thức bậc < 2 với hệ số thực. 


a) Chứng minh rằng họ §= {P,(x) = 1 + 2x + 3x), P„(x) = 2 + 3x + 4x”, P;(x) = 
=3 + 5x + 7x”] là phụ thuộc tuyến tính. 


b) Họ vectơ {q,(x) = I, q;(x) = I + x, q;(x) = 1 + x + x?} là độc lập tuyến 
tính. 


c©) Họ vectơ {p(x), px), p”(x)} là độc lập tuyến tính, trong đó p{x), p“(x) 
lần lượt là đạo hầm cấp 1 và cấp 2 của p(x) = ax? + bx +c; a,b,c el. 
13. Trong IRỶ họ §= {vị = (1, 1), v; =(0, 1), v; =(2, 3), vạ =1, 0)} là phụ 


thuộc tuyến tính. 


14. Tìm bao tuyến tính của họ vectơ trong câu a) bài tập 12. 


15. Cho không gian vectơ IR°. 

a) Chứng minh rằng họ { e¡ = (1,2); e; =(3,4) } là độc lập tuyến tính. 
b) Chứng minh rằng họ ấy là một cơ sở của IR”. 

c) Tìm toạ độ của vectơ x = (7, 10) theo hệ cơ sở chính tắc của IR?. 


đ) Tìm toạ độ của vectơ x = (7, 10) theo cơ sở €¡, €¿ trong câu 4). 


16. Chứng minh rằng họ: 
, |1! 0}, [0 2], [0o 0}, [o0 
eị= y2 = #3 = ,°4= 
00 0 0 30 0 4 
là một cơ sở của 97t, „›. 


17. S= [X, X;, X;, X„, x;} là một họ vectơ trong IR!. Tìm hạng r(S) nếu: 
x;=(l,1,-l; D; x;=(1,~l,1,~l; x;=(3,l,-1, Ù; 


Xx¿=(3,—l,l,~l};  x;=(2,0,0,0). 
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18. Chứng minh rằng tập hợp các nghiệm của hệ phương trình: 
Xị+2X; +3X; +4x„ =0 


l 3 
<X¡†X¿+—X;+2x„=0 
2 1 2 2 3 4 


S v. +x Thứn =0 
Mã ic l S, 


3 


ch Ệ Tây để Giá =0 
4g ta gi sẻ 


là một không gian con của ïR*. Tìm số chiêu và một cơ sở của không gian 
con này. 
19. Tìm số chiều và cơ sở của không gian con các nghiệm của hệ: 

Xị— 2X; +X; =0 

2Xi—X;ạ~—X; =0 

~2Xị +4X; ~2x; =0. 


20. Trong cho cơ sở chính tắc {e,, e„ ©, ©, } và một cơ sở khác 


Š = {ei =(0,1,1,6; =(0,1,1;6 = Œ,1,0,);6, = (1,1,,O}; x là veetơ có 
tọa độ (1, l, 1, 1) theo cơ sở chích tắc. Tìm toạ độ của nó đối với cơ sở 


(e1.S2.€3.4)}. 
21. Với kí hiệu trong bài tập 20, hãy biểu diễn vectơ x = §e, + Ó©; + 4e; — I8e, 
theo cơ sở {e¡,e2,e,e} nếu: 
©ị=—3ei +€; +€y +e¿; ©; =2ei —4e; +; +e,; 
€3 =eị t3; —56; +e¿; €¿ =€¡ +e; + 4ey —Óe,. 
22. Các ánh xạ sau đây có phải là ánh xạ tuyến tính không? 
a) f: IRỲ —> Ỳ xác định bởi f(x, y, z) = (X, y, =z) ; 


b) f: 3,„„—> 3\,„ xác định bởi f(A) = A + Ah 
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c)f: P, — IR xác định bởi f{p(x)} = p(Ó); 

d)f: V—> V xác định bởi f(v) = v + u, u  Ð là một vectơ xác định; 

e) f: IR“—y IR? xác định bởi (Xi, X;, Xạ, X¿) = (XỊ, X;, Xã, Xa): 

0£: E — ï§ xác định bởi f(x) = x”: 

ø) f: V —>IR xác định bởi f(x,e, +.... + x„@, ) = Xị , trong đó {e¿,.... „} là một 
CƠ SỞ của V› 

h) f: P„ —> P„ xác định bởi f[p(x)] = p&) + xp Œ). 

23. f là một ánh xạ tuyến tính. 


a) Nếu f: V —> ÏR, f(v,) = 2, f(v;) = —3. Tính f (3v, + 2v;). 
b) Nếu f: IR? —> IR?, f(1, —1) = (0, 1), f(1, L) = (1, 0). Tính f(1, —7). 
c) Nếu f: P„ —> I8, f& + 2) = 1, f(1) = 5, fŒ&Ẻ + x) = 0. Tính f(2 — x + 3xỶ). 


24. a) Biết f: RỶ —> ÏR” là một ánh xạ tuyến tính, f2, —L) = (1; —L; ]), {1, l)= 
= (0, 1,0). Hãy tính f(x, y). 


l 0 1 
b) Biết f: 9\,„;—> IR là một ánh xạ tuyến tính, f Í; dÌ =3,f l 2Ì =-¬l, 


(3) J}2[ 4|} 


25. a) Chứng minh rằng f: JR? —> IR° xác định bởi fŒX, x;) = (X) + 2X¿, Xị — X;) 


là một toán tử tuyến tính. Tìm ma trận của f. 


b) Chứng minh rằng f: IR? — IR` xác định bởi fŒ%,, xạ, xạ) = (4Xị, 7 X; — 8x;) 


là một toán tử tuyến tính. Tìm ma trận của f. 
26. a) Cho hai toán tử tuyến tính f, g: IR? —> IR° xác định bởi: 
f(x, y, 2 = (X+ 2y + 32; 4x + 5y + 62 7x + 8y + 92); 
g(x, y, 2) = (X + 3y + 4,52; 6x + 7y +9Z; 10,5x + 12y + 13z). 
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q 
“N69 


Tìm ma trận của toán tử 3f — 28 và Fe g. 
b) Cho hai toán tử tuyến tính f, #:R — RỶ, xác định bởi: 
Ñ(X, Y,Z) =(X+Y,V+7,Z+ X), 
SÉX, Y, 7) =(Y +z,Z+X,X+ y). 
Tìm ma trận của toán tử tuyến tính f o g và g o f. 
27. a) f là phép quay mỗi vectơ trên mặt phẳng Ôxy một góc œ HD Biểu 
diễn toán tử tuyến tính f + ï dưới đạng toạ độ, I là toán tử đồng nhất. 


b) Ÿ là phép quay mọi vectơ của mặt phẳng Oxy một Sóc œ. Tìm ma trận của 
toán tử tuyến tính øg =f+fˆ!, 


28. a) Tìm trị Tiêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính với ma trận 


6 -4 
A= : 
đc 
bì Tìm trị riêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính với ma trận 
2 -L 1 
A=l-l 2 -I 
0 0 1 


€) Tìm trị riêng, vectơ riêng của toán tử tuyến tính với ma trận : 


. S\ s6 Y S04 6 2 2 
Ai -l 1 AssỈ Bì B.=|-l 5 -I,B=|l2 3 -4|, 
l,s3š 3.4 l4 
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ĐÁP SỐ 
2. a) có ; b) không. 
3. Có. 
4. a) b) c) Có. 
5. Không, 
14. span(S) = {q(x) = (2b + ©x”+(b~—c)x+c lb.cc RỊ. 


1Š. c) x = (7, 10)=7e, + 10e,. 
đ) x =(Œ7,10)= e‡ +2e;. 
17. r(S) = 2. 
18. Số chiều bằng 3, một cơ sở là : 
{f.=(-2,1,0,0), f;=(-3,0, 1,0), f; =(-4,0,0, DJ. 
19. Số chiều bằng 1, một cơ sở là {f=(I,1, DỊ. 


l TƯ 
20. XE +€; +€;+e1), 


2L.xX=e1+2e; +3e; +4áe;, 


22. a) Có ; b) Có ; c) Có ; d) Không ; e) Có; f) Không ; g) Có ; h) Có, 


23. a) f(3v, + 2v;)= 0; b) K1.-7) = (3, 4); ©€)f2—x+3x?)= 


1 
24. a) f(x,y)= .— —Y,3y,X—y); 


Hướng dẫn : Đặt (x, Y) = Œ(Ø, — 1) + B(1, 1) rồi đồng nhất hai vẽ; 


b) 'Í J 
c€ d 


46. 
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-g 
+ 
sinh! 


ky 4.00 
2:8) A=] | bA=l0 7 0 
0 0 -§ 


445 53 61,5 
26. a) 3f— 2g = ]; ma trận của f o g là 945 119 141 
149,5 185 211,5 


] 
b) Ma trận của foglà |2 


đà c7 
L1] 
1 2 1 


‡: đ. z2 
: Ma trận của g of là |2 1 1 
l2 1 


27. a) +) Có spr~ 5, SÊ „bụi, 


2cos 0 
b)g=f+f'=2lcosx, na trận của g là ; | “930 : 
0 2cosœ 


28. a) ^, =ÂÀ;=2;u= C(, +€;); 

MS, = liÂn=3:0= CÁ +6); ve C6 =e); 
ÀNEÁÂ; =9, = G (2e, ~ e;); v= B(G, + 26,); 

Âu =0; = 25, 0= g (Áe, ~ 3e); v = BQe, + 4e,); 

Ài=Ẽ, 1s =3, À¿ =6, u = a(1,0~1), v =B(, 1, ]), w=†(I, ~2, I); 


À+ =À¿=7,Ày=~2,u= 2(a + b)ei + ae, +bê;, v= c(e, ~ 26; — 2e,). 
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CHƯƠNG VI. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 
CỦA HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 


MỤC ĐÍCH YÊU CẦU 


Chương này nghiên cứu các định nghĩa, tính chất, phương pháp tính cơ bản 
của tích phân bất định và tích phân xác định, sự hội tụ của tích phân suy 
rộng và một số ứng dụng hình học của tích phân xác định. 


Khí học, cần nắm vững các khái niệm, các phương pháp tính tích phân, vận 
dụng thành thạo và linh hoạt các phương pháp đó trong tính tích phân và 
trong việc khảo sát tích phân suy rộng, biết cách sử dụng tích phân xác định 
trong một số tính toán trong hình học. 


.§1. TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 
1.1. Khái niệm tích phân bất định 
1.1.1. Định nghĩa tích phân bất định 


Ta nhắc lại rằng hàm số F() gọi là nguyên hàm của hàm số f(x) trong 
khoảng I nếu WVx e Ï ta có: 


E(x) =f@) hay dFŒ&) = f(x)dx. 


Nếu hàm số f(x) có một nguyên hàm là F() thì mọi nguyên hàm của f(x) 
đều có dạng: 
F(œ) + €, 


trong đó C là một hằng số tuỳ ý. Người ta gọi tích phân bất định của hàm số 
f(x) là tập hợp tất cả các nguyên hàm của hàm số đó và kí hiệu là: [t()dx. 
Dấu [ gọi là đấu tích phân, f@) gọt là hàm số dưới dấu tích phân, fQX)dx 
gọi là biểu thức dưới đấu tích phân, x gọi là biến số lấy tích phân. Vậy: 


[teoax =F()+C nếu F'() = f(x). 
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Chẳng hạn: jšin XdX =—cosx+C vì (~ cosx}' = sinx. 
Định lí sau đây, sẽ được chứng minh ở cuối mục 2.3.1, trả lời câu hỏi : phải 
chăng mọi hàm số đều có nguyên hàm (và do đó có tích phân bất định). 


Định lí 6.1. Mọi hàm số liên tục trên đoạn [a, b] đều có nguyên hàằm trên 
đoạn ấy. 


1.1.2. Bảng các tích phân cơ bản 
Từ bảng các đạo hàm cơ bản, ta suy ra bảng các tích phân cơ bản sau: 
1. [0dx=C; 


œ+l 


CN... 
2: R thờ 





+C (œz-]); 


3. [Z=nhl+c (xz0); 
x 


X 
4. a`dx=——-+C (a >0 và a # ]); 
na 


Đặc biệt Íe'da =e +C; 
Š. in XdxX =—c0Sx+C; 


6. [cosxdx =sInx+C; 





dx 
KÃ =t8gx+C; 
l= S 





§, ị =-~cotgx+C; 
Sin“ x 


dx 
s lEE 





> ~ 8rctgx +; 


19. 





[TT =wesinxec. 
l1—x 
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°g 


S8 


Ta bố sung thêm các công thức sau, trong đó a là một hằng số khác 0. 





dx 1 X 
11. =—arctg—+C; 
la a bÓnI 


a+x 








I2. bo } +€C; 


a?—x 2a 








a—=x 


13. [c==wesnỀ+cC; 
a 





14. nÌx+ x?+a? 





.." 


Các công thức 11 — 14 có thể chứng minh rất đơn giản bằng cách lấy đạo 
hàm. Chẳng hạn, vì: 


TT CMTHIẾ 


lã l 


x 
=———l': =— 
x+vx?za? x?+a? xi¿a? 





nên ta có công thức 14. 
1.1.3. Các tính chất đơn giản 
Từ định nghĩa tích phân bất định, dễ dàng suy ra các tính chất sau: 


là) jaf()áx =a [f(x)dx (a là hằng số), 
2) [[†(x)+g(x)]dx = Jf(4x+ Íg(«)dx . 


qđ+x) x} s 
xd+x”) 


2 2 
Tnhh Š x]tt=Inb|+2megx+C, 
x(+x') x{+x”) x l+x 


Ví dụ ï: Tính 





Ví dụ 2: Tính [—=. 
S1" XCOS X 


Vì I =sin2x + cos”x , nên 
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_S3N 











i¬2 2 
SÍn“ X + €O§“ x 1 1 
E : s dx=Ƒ Cự “dx = z~ †~~;—)dx =tgx — cotgx +C. 
Sin“ xcos“ x SI1ˆ Xc0S” X COS“X sinˆx 
: 5 cos2x 
Ví dụ 3: Tính Ỉ " 
€0S X —Sin x 


=n —“ = Í(eos X +sinx)đx = sin x—cos x + 
1.2. Các phương pháp tính tích phân bất định 

1.2.1. Phương pháp đổi biến số 

Giả sử cân tính [f(x)dx mà ta không thể sử dụng các tính chất đơn giản của tích 


phân bất định và bảng các tích phân cơ bản. Bằng cách đổi biến số x = @@), 
với @() là một hàm số liên tục, có đạo hàm liên tục và có hàm số ngược. Khi 
đó, ta có công thức đổi biến số sau: 


ÍfŒx)4x = [f[e()]ø(Đát. (6.1) 
Ví dụ 4: Tính hh —x?dx. 
Hàm số dưới đấu tích phân xác định khi x e [—1, 1]. Để khử căn, ta đổi biến 


s , n TẾT ` 
SỐ X = sint với te|-2: |. CÓ : 
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dx = cos tdt,V1— x? =x/cos? =|eos t|= cost vì te|-Š |, 


sin 2t 





Jš1—x?4x = [eos? tắt= [2 (+eos20át= (+ )+C. 


Trở về biến số x, ta có : 


( =arcsinx, cost=V]—xŸ, sin2t=> 2sintcost=2xV1—x?, 


Vậy | 1 xỀ4y =  aresinx +2 xVT- x +€. 
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Ví dụ 5 : Tính le 
+a 


Đổi biến số x = atgt, với 1 ‹[-š dì Ta có : 


2 








adt a 
dx=———, x?+a? =a?(tgt+l)=——: 
cos”t cos” + 
đdx adt 1 
Ï; ; 5 =Ì =— kẽ” tdt = 
x B 








2y [+eos2Ðdt=. nến: 








% 2a" 
Trở về biến số x, ta có : t=arctg~ si SE đit Su 
â \I+tg?t vI+tg?t 
x 
: tợt ax 
sỉn tcos†= = =—*;=-rr- 
l+tgft x4 a +x 
l+—= 
a 
dx 1 X l X 
——=—-arctp—+—>-- +. (6.2) 
ng 2a a 2A2 x°+a? 


Chú thích : Nếu biểu thức đưới dấu tích phân f(x)dx có thể viết dưới dạng 
gl@(x)]. @ œ)dx, thì ta thực hiện phép đổi biến số @(x) = t và được : 


[fœ)dx = [g(o(x))ø@)dk = [z(bät. (6.3) 





Ò rxdx Ì 1 2 vế ĐÓ LÊ Ta . 
Vì Í—=#a Í—+z3x dx, mà 3x? = (x?⁄, nên ta đổi biến số x` = t. 
Il+x?" 3'1+(x}) 








2 
dx Lự đi 1 1 
Ta có 3x°dx = dt, đo đó: : =_- = _arctgt+C=—arctg(x`)+C. 
li Ti 3 hiện Cho luấu 
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Ví dụ 7 : Tính Ítnxy%, 
X 
§ 2 3 
Đặt t= Inx, ta có dt = Do đó; [h5 ha~E cc- lAnxysc, 
X X 3 3 
2x 
Ví đự 8 : Tính —. 
Wl+e* 


e”*dx e 


& ý ú TA... 
= @ dx và (1 +e*9)'= ©`, nên nếu đổi biến số t = ] +€* ta 
Ÿl+e` #1+e* 


được: e*={†~— 1, e'đx = dt; 








Vì 


7 3 





2x ` sả 4 t4 

E dx =Í“r át= [@*~t 2 @t=C_- .o 
Wl+e` h J3 
: 4 4 


7 


r ˆ 
=20xe)! ~0+e) +. 


1.2.2. Phương pháp tính tích phản từng phần 


« Giả sử u(x), v(x) là hai hàm số khả vi, có các đạo hàm u{x), v'(x) liên tỤc, 
Khi đó, từ công thức: d(uv) = udv + vdụ, 


Suy ra : udv =UV~ Íydu - (6.4) 


Công thức đó gọi là công thức tính tích phán từng phần. Công thức đó 
thường được áp dụng trong việc tính v nếu biết dv để đàng và khi việc tính 


Ísdu đơn giản hơn việc tính hạ. 
Ví đụ 9 : Tính ID sỉn xdx, 


Đại u = x; sinxdx = dv. Tạ có du = dx, v = —cosx. Do đó, theo công thức (6. 3) 


ta có [Zsin xdx =—xeosx +sin x+C, 


Phương pháp tính tích phân từng phần thường được áp dụng để tính các tích phân: 
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5ÿ 
kế 
tủy 


ƒP, (x)cosaxdx , Í?,@œ)sin axdx, ÍP.œ)e"dx : 
trong đó a là hàng số, P,(x) là đa thức bậc n đối với x. 
Ví dụ 10 : Tính [(x°~3)e*dx. 
Đặt u = x” ~ 3, e*dx = dv, ta có du = 2xdx, v = e*. Theo công thức (6.4), ta 
được: lo —3)e*dx =(x”—3)e* —2 [xe*dx : 


Để tính tích phân ở vế phải, ta lại áp dụng công thức (6.4) một lần nữa. Đặt u = x, 
e*dx = dv, ta được: du = dx, v = e*. Do đó: 


Íxe'dx =xe`T— je`dx =xe `-e*`+C, 
Cuối cùng: 
lo ~3)e*đx =(x?—3)e"—2(xe* —e* +C) =x2e*T—2xe* —e* +Q, 
với C¡ = — 2C cũng là hằng số tuỳ ý. 


s Phương pháp tính tích phân từng phần còn được áp dụng khi hàm dưới dấu 
tích phân là tích của một hàm số hữu tỉ với một hàm số siêu việt, nhưng có 
đạo hàm là hàm số đại số như lnx, arctgx, arcsiix. 


Ví đụ 1 : Tính [(x?+5x—1)In xdx. 


s ⁄ 5 
Đặt u = Inx, (xỶ+ 5x — 1)dx = dv, ta có dư: ...n 
X 


2 
Theo công thức (6.4) ta được: 


3 2 ? 
Í(x? +5x~—1)In xdx = GẦN Sù VỀ lnx— ĐI. dx 
3 2 3 2 


xì 5x x` 5x 
=l —+——-x|Ìnx-—--——+x+C. 
2 9 4 
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Ví đụ 12. Tính [xarctgxdx. 


2 








Đặt u = arctgx, dv = xdx, ta có: du = z:VY=—.Dođó 
2 2 
x 1 rxZd # I rl+x“-l 
Xârctgxdx = ——arctgx —— |————= —arctgxT—— |—————dx= 
Ị 2 NET. TT. v2 2 anelgE~2 l+x? 
2 2 
= Š meer~2 lÍ1~ nan _ to tdŠ TC, 
2 2 l+x 2 2 


Ví đụ 13: Tính các tích phân I, = Í= cosxdx, Ï; = lD sin xdx. 

Để tính cả hai tích phân đó, ta đặt u = e*. Do đó du = e*dx. Ta được: 
Ï,=e”sinx— lD Sin xdx = €” sin x -; ; Œ®) 
l¿ =~€” cosx+ |e” cos xdx =—e€” cosX +. Œ*) 

+1; =e"sinx 


Từ hai công thức (*) và (**) suy ra : 
l~l; =€” cosx. 


Do đó: I, —2€"Ginx+e0sx)+C; l =e'Ginx —c0sx)+C, 
1.3. Tích phân các phân thức hữu tỉ 


1.3.1. Các định nghĩa 


S , trong đó P.(x) 





® Người ta gọi phân thức hữu tỉ là phân thức có dạng 


n 
và Q,(x) là những đa thức bậc m và n đối với x. Phân thức đó gọi là phân 
thức thực sự nếu m < n, gọi là phân thức không thực sự nếu m > n. 


Nếu phân thức tu@) là phân thức không thực sự, thì bằng cách chia P,(x) 


cho Q,(x), ta có thể viết nó dưới dạng tổng của một đa thức và một phân thức 
thực sự. Chẳng hạn: 
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em 
ờ% 


LỆRG 
nh 
x“+2x+I x“+2x+l 


® Người ta gọi phân thức đơn giản là phân thức có dạng sau: 


1. 





(A, b là các hằng số); 
x-=b 


H (k nguyên dương > 2); 


_(x-=b}t 


II. Ki (M, N, p, q là các hằng số, A = pˆ ~ 4q < 0); 
x?+px+q 
IV. ¬ (k nguyên đương > 2, A = p ~ 4q < 0). 
(xˆ+px+q) 
1.3.2. Phân tích một phân thức hiữu thực sự thành những phản thức đơn giản 
Theo định lí 1.1 của chương I, mọi đa thức bậc n với hệ số thực: 
Q;X) = auX"+ aix"” +... +ans¡X+á, Caạ z0) 


đều có thể phân tích thành tích của các thừa số bậc nhất và thừa số bậc hai 
với biệt thức A < 0 -. 


QạŒX) = ao = bị)” ..œ=b,) (X2 +pix+qi) h2 +p,x+q.)*, (6.5) 


trong đó k, là số bội của nghiệm thực b,, /, là số bội của cặp nghiệm phức liên 
hợp thứ j của phương trình : 


Q,@) =0, bổ — 4q; < 0, kị +... + k, + 2(+...+/)=n. 
Trong đại số cao cấp, người ta đã chứng minh được rằng nếu Q.(x) phân tích 


thành tích dưới dạng (6.5) thì phân thức thực sự ni có thể phân tích 
x 
n ` 


thành tổng của các phân thức đơn giản như sau: 


Ứng với thừa số (x ~ b}* của Q,(x), tổng các phân thức đơn giản thành phần 
l2 ba 2 g1 KG, 
x-b (x-b) (x-—b}) 
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cXN 
. 


Ứng với thừa số (x? + pX + q) của Q,(x), tổng các phân thức đơn giản thành 
Bx+C, BX+C — Bx+C, 


phần là: 5 Hư : m 
X +†pX†+q (xế+px+q) (x“ #px+q) 





Ai Âz» .. Ai, BC, ..., B, C, là những hằng số. Việc xác định các hằng số 
đó sẽ được chỉ ra trong các ví dụ. 


2 
Ví đụ 14: Phân tích: — thành tổng các phân thức đơn giản. 
X -Ảx 


Vì x”— 4x =x(@?~ 4) = x(x — 2)(x + 2), nên ta có thể phân tích: 


4Xf+lỐx—8 Ai Ay  A, 
n = + +———. 
x -4x X x-2_ x+2 





Quy đồng mẫu số ở vế phải và khử mẫu số ở hai VẾ, ta CÓ : 
4x” + lóxT— 8= A, (%X~ 2)(x +2) + A;xXŒ +2) + A¡x(x — 2), Œ®) 
Vì hai vế bằng nhau với mọi giá trị của x, nên chỉ việc cho x ở hai vế của Œ®) 
lấy ba giá trị thích hợp khác nhau. Ta sẽ tính được các hệ số Á,, A;, A¿. 
Cho x =0 vào hai vẽ, ta được —§ = ~4A¿, suy ra A; = 2. 
Cho x = 2 vào hai vế, ta được 40 = 8A¿, suy ra Á; = §, 
Cho x = -2 vào hai vế, ta được ~24 = 8A;, suy ra A; = —3. 
Phương pháp xác định các hệ số A¡, A;, A¿ trong ví đụ này gọi là phương 


4x +1Óx-8 2 5 3 


3 


háp trị số riêng. Vậy: ——— : 
È ng vộ shh ng x ¬4x X X-2 Xx+2 





Trong ví dụ này, ta đã cho x lần lượt bằng các nghiệm của mẫu số. 


Ví dụ 15 : Phân tích thành tổng các phân thức đơn giản. 





xÌ+5x?+8x+4 


Vì xÌ+ 5x? + 8x+4=(x+ D)@& + 2}, nên ta có thể phân tích : 
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c 
%, 


cà 


A 
g 


& 


2 
X n.n... 


x)+5x +Ñx+4 x+2 (x+2Ÿ  Xx+i, 








Quy đồng mẫu số ở vế phải và khử mẫu số ở hai vế, ta có : 
x°= Az(x +) + Ai(x +2) + 1) + B(x + 2}. 
Cho x = 2 vào hai vế, ta được: 4 = —A;, suy ra A; = -4. 


Cho x =—I vào hai vế, ta được: l = B. 


Cho x =0 vào hai vế, ta được: 0 = A; + 2A, + 4B, suy ra 2A, ==A;T— 4B=4~— 4. 


Vậy A,=0. 


x? -4 1 


Do đó: —; s = z# : 
x'+5x +§x+4 (x+21/ X+Ỉ 





Ví dụ I6: Phân tích —== 
(x-2Xx' -2x+5) 
Vì x?— 2x + 5 có biệt thức A-: —l6 <0 nên: 


5 A v4 Mx+N 
(x-2Wx°-2x+5) x-2 x°-2x+5 








Quy đồng mẫu số ở vế phải và khử mẫu số ở hai vế, ta có: 
5S=A(x?-2x+5)+(Mx+N)(x- 2). 

Cho x = 2 vào hai vế, ta có 5 = 5A, suy ra A = 1. 

Cho x = 0 vào hai vế, ta có 5 = 5A - 2N, suy raN =0. 


Cho x = 1 vào hai vế, ta có 5= 4A-M—N=4-M, suyraM=-—]. 





ả 5 1 X 
Vậy : Ð = =¬ s 
(x-2)&x -2x+5) Xx-2 xˆ-2Xx+5 
Ví dụ 17: Phân tích — 2X —_ thành tổng các phân thức đơn giản. 


(œx+10@œ? +1} 


thành tổng các phân thức đơn giản. 
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£ 2x A_ .Mx+N, M;x+N; 
Tacó: — T——z=———+———+—.—c. 
(œx+l)&x +Ù“ x+l x“+l (x“ˆ+]) 


Quy đồng mẫu số ở vế phải và khử mẫu số ở hai VẾ, ta CÓ: 
2x =AŒ? + 1 + (Mix +N)Œ + 1Œ + D + Mux+N; )% + D) 
= 2x =(A + M,)x” + (M; +N,)x+ (2A + M;+M,+N,)x?+ 
+(M;+N;+M, + N,)x + (ÁA +N;+N). 


Hai đa thức đồng nhất với nhau khi và chỉ khi hệ số của các số hạng cùng 
bậc của chúng bằng nhau. Do đó: 


A+M, =0 
M,+N,=0 
2A+M;+M,+N, =0. 
M;+N;+M,+N¡ =2 
A+N;+N, =0. 
Từ hai phương trình đầu suy ra A = —M¡, N¡ = —M,. 
Thay vào phương trình cuối, ta được N; = 2MI. 
Thay Ni và N; vào phương trình thứ tư, ta có: 
M;ạ=2—N;- M,~N,=2- 2M; -M; +M,=2— 2M,. 
Thay A, M; vàN, vào phương trình thứ ba, ta được 


~2M,+2—2M, +M,—M, =0, suy ra M.=2i Nụ =~ối N;=1;M;= 1; 


v 2x —l x+I x~I 
ậy HE ng 2n 3y.2 : 
(œx+l)&x “+ 2&x+l (x+Ù“ 2@œ&2+]) 








Phương pháp xác định các hệ số trong ví dụ này gọi là phương pháp đồng 
nhất hệ số: 
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sử, 
cọp 


1.3.3. Tích phân của các phân thức hữu tỉ 


Vì mọi phân thức hữu tỉ thực sự đều phân tích được thành tổng của các phân 
thức đơn giản nên việc tính tích phân các phân thức hữu tỉ thực sự được quy 
về việc tính tích phân các phân thức đơn giản. Cách tính tích phân của các 
phân thức đơn giản sẽ được trình bày trong các ví dụ. 

x°+x'—8 


Ví dụ 18 : Tính ưng 
X =*4X 


Vì — là phân thức không thực sự, nên bằng cách chia tử số cho 
x -4x 


Xx°+XÍ-§ 2 


? cế 4x?+16x—§ 
mẫu số, ta được ——+———— =X VÀ 4t =y 


xÌ—4x xÌ`—4x 


Phân thức ở vế phải là phân thức thực sự. Từ kết quả của ví dụ 14, ta có: 





x°+x'—8 2 2 5 3 
+x+4+—-+——~~ : 
xÌ 4x X Xx-2 KXx+2 
Ấ. v4 
x'+x =8 2 2 5 3 
Vậy |== #: TA Út Con ca 0P 
xì X 


= ~+ +4x+2Inhl+ 5Inlx =21~3lnhk+2|+C, 
3 


2 
, “ xˆdx 
lo 0g SE ci 





Phân thức là phân thức thực sự. Trong ví đụ 15, ta đã có : 


xì +5x?+8x+4 


x? I 4 


x15 6x+x4 XE XI 








x?dx cế Ì dx 


Và = 
Bi hai r4 (x+2)Ÿ 


` 
_ =Inlx+ll#+——>+€. 
x+I x+2 
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s, 
Làn 


5dx 


Ví đụ 20 : Tính IS : 


Phân thức dưới dấu tích phân đã được phân tích thành tổng các phân thức 
đơn giản trong ví dụ 16. Do đó : 


xdx 





= Inlk~2|~ ƒ 





[ Sdx [= _ xdx 


(x-2Xx?~2x+5) ` XÌ-2x+5 xì-2x+5` 


Phân thức dưới dấu tích phân ở vế phải là phân thức đơn giản dạng TH. Vì 
X'~2x+5=(x~ 1)” + 4, ta đổi biến số x ~ Ị =t, do đó dx = dt. Ta có ; 

Í xdx - (t+ )dx S l Í 2tdt Í dĩ 

X~2x15 ° tt+ 4 2l1-a +4 








. | t 
= ~ln(Œ“ +4)+ —arctg—+Œ, 
Của ri: li 22 


Trở về biến x, ta được: sa “in 0 2 ~2x+8)+-  aretg5-—Í „ C. 
X -2x+5 2 2 2 


2xdx 
(x+Ð(x?+1)? 
Từ ví dụ 17, ta có : 


Ví đụ 21 : Tính Í 


lrx-I X+] 
+— dx 3 dx= 
x+I 2h IS 


=¬gInh+ 2 [S3 Í đx +;Í 2xdx +Í dx 





Í 2xdx _ j 
(ŒX+I(xÌ+Ù` 2 

















x?+I x?+I Œ& +UDˆ ?qœ?+1ÿ` 
+. ƒ 2xdx d(x” +1) l 
Ta có: ƒ 5 r=j 2n“ z—†1€. 
(xˆ+]) (x“+]) Xx+I 
Để tính [—.“Š—_. tạ đổi biến SỐ X = tạt với te[-22) như đã làm ở ví 
(x“+]) 22 
đụ 5 và được : [ bi YZ2AEIBX+—-Ẩ— „c 
(xˆ+1“ 2 2(œx“+J 


Cuối cùng : 
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2xdx Ï Ï: Aa 1 
|—“z—==--Ink+1l+~In@& +])--—aTCBX——————+ 
(x+])(x“ˆ+ 2 4 2 2(xˆ+]) 
+ anotgx+——T—+C=~Link+Il+ Tinw2+p+—X=T „c 
2 2(x”+J) 2 2(x?+]) 


1.4. Tích phân của một số hàm số lượng giác và vô tỉ 


Trong mục này, ta sẽ tính tích phân của một số hàm số lượng giác và vô tỉ 
bằng cách đổi biến số để đưa chúng về tích phân của các phân thức hữu tỉ. 


1.4.1. Tích phân dạng Ỉ R(sin x,cosx)dx,„ 


trong đó R(u,v) là một biểu thức hữu tỉ đối với u, v, tức là một biểu thức chỉ 
chứa các phép cộng, trừ, nhân, chia đối với u, v, và các hằng số. 


Thực hiện phép đổi biến số t = Hộ ,—T.<X<Tt, tạ CÓ: 





X 2d. 21 
~ =arctgt,x = 2arctgt,dx = x›5In1X =———,COSX =——~ 
2 l+t l+t 





K- 
Do đó: JR6inxesooes=[R, CA S2 co: 


I+t I+/I+ 
Hàm dưới dấu tích phân ở vế phải là một phân thức hữu tỉ đối với t. 


dx 
3sinx—5cosx+4 ` 





Ví dụ 22: Tính I= Í 


Đồi biến số t= t2 „ta được: 











| 2dt 2dt _ 
I=ƒ 2 b 2 =] —_ #1 c2 2 
2t [—t l+t 6t—5(1—tˆ)+4(I+t”) 
—s-5 14 
ItŒ “ltt 
2dt dt dt 
————=-~2 =-2ÏÍ——————_= 
lưng nu l5 lo 
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-s 


V2+3t+1 


E=—————+ 


= ~2, 
⁄2(t+I) 








| 
3'2V7 
¡ V2 +I+3g 


_ In 
3/2 v2-I~3gE 


Trở về biến số x, ta được : ]= +€. 





Phương pháp đổi biến số trong ví dụ 22 là phương pháp tổng quát, nhưng có 

khi đưa đến tính tích phân của phân thức hữu tỉ khá phức tạp. Với một số 

dạng đặc biệt, có thể có những phép đổi biến số đưa đến kết quả nhanh hơn, 
COS” x 


Ví đụ 23 : Tính 1= ca. 
+SsInx 


Biểu thức dưới dấu tích phân có thể viết là : 


cos? X(coS xdx) _q —sin? x)d(sin x) 
4+sinx 4+sinx 





Do đó, đổi biến số t = sinx, ta được 


I-t l5 ¿ 
I= |_——dt= [Ì4-t-_— 3 đt =4t———15In|4+tÌ+C = 
4+t 4+t 2 


=4sinx =  sinÊ X ~15In|4+sinx|+€. 











2 
Ví dự 24 : Tính 1= [S_X ay, 
sin”x 
tg”x 
Vì cos”x= ' , Sin°x= Š z— › nên nếu đổi biến SỐ t = tøX, ta được 
l+tgˆx l+tgˆx 
t 
X =arctgt, dx = _ >: do đó: 
l+t 
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I=Í- 1+ đt si 


- Í-® „t~4\ dt 
4 dt= Ƒ& +t)dt = 


] Ỉ ] 1 


_ _ +€ 
SẺ 3Ẻ 5tgx 3tg”x 








Ví dụ 25: Tính 1= jšin" Xxcos” xdx. 


Có thể đổi biến số t = tgx như trong ví dụ 24, nhưng đơn giản hơn là dùng 
công thức lượng giác : 


h 1 
sin” x= 2ú —COS2X), C0s” X =:ũ +cos2x) 
để giảm bậc của các hàm số sin và cosin. Ta có : 
sin” xcoSỶ x = x(1=e9s24)°.2 d +Cos2x)= ;ú —ecos2x)(I— cos?2x}) 


" g— 6o2x)sinẺ 2x= gi 2x gìn 2xcos2x. 





Vậy: T=g [Sd~eos40áx~2 sn? 2xd(sin 2x) = 
: s_n 
`. 2x),e. 
l6 4 3 





S: T 
1.4.2. Tích phán dạng Rlx(* ¬)? ($8 s9 | 
CxX+ ©x 


trong đó a, b, c, d là những hằng số thoả mãn điều kiện ad - bc # 0; m, n,r, 
s là những số nguyên. . 
_ Ax+b m r 


Đổi biến số t" = „ k là mẫu số chung của —,— để hữu tỉ hóa biểu 
ex+d n 





bỏ 


thức dưới dấu tích phân. 
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Ki 
| Nư 


dx 


3 Tu 
(l+x}ˆ +(+x)? 


Ví dụ 26 : Tính I= [ 


Đổi biến số I+ x = t ( với t > 0`). Ta có : dx = 2tdt, 


T= =2Í dt = 2arctgt+C = 2arctgV/l + x +C, 
tỦ+t I+tÊ 





Ví dự 27 : Tính 1= [ =_= 
+X X 


Đổi biến số ca ( với t>0). Ta có : 
l+x 








Ti 
L<*<Êfasg,xe3 đc TT, 
l+t (l+t) 
3 2 2/3 
le  --ƒ xin : =2Í 3 Dhếo ` 
I-£ (l+t} (I-tXI+t) (—tf(I+t) 








=2Í _ œ=2Í( ¬. 
đd-tfXI+t) I-t l+t 


l+,I——— 
1— 
TT +2megt+C= ~ln| —ÝLEXỈ„ aayeg JÍ=X +€. 
I-t 1 I-x l+x 
Vl+x 
1.4.3. Tích phân dạng [RG.vax" +bx+c)dx 


3 2 2 
Ta có : `... =) PNhac K) |-(--2) -&| 
2a 4a” 2a 4a 


, ".-..... 
Tuỳ theo đấu của A, ta đặt +. =kP,k> 0à đổi biến số x +” = ku. Tạ 
aT a 


ì 


S3; Ìn 
2 








được một trong ba dạng tích phân sau: 


1) ÍRi@œ.3 L+uˆ)đu , trong đó R,(u, v) là một biểu thức hữu tỉ đối với u, v. 
Để tính tích phân này, cần đổi biến số u = tpt. 
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vn 
Suy 


2) ÍR,@ 1 ~u? )đu,, trong trường hợp này, đổi biến số u = sint. 


F73... TA. 1 
3) [Ri&, u2 —1)du, trong trường hợp này, đổi biến số u = mạn: 
S 


Ví dụ 28 : Tính: 1= ———. 
\@Ø+2x+x?} 


Vì x +2x+5=(Œx+I+4, A=-4=-2, ta đổi biến số x + l = 2u, do đó 


dx = 2du, x+2x + 5 =4(0? + 1). Vậy : 1 ng 


(q2 +l 


T 
Đặt u = tgt, „ ta có: 


„T7 T 
,uˆ+l= , Vì <t<—. 
ˆ cost cos”t “Tan” cost` 2 2 


Do đó : I=— tiế LšL a6? Bhuuết 
4 4 4 











“ 
_1_ tgt x+Ì 


Kệ 7 ) Á\|5+2x+x2 








=_." 


dx 
Ví dụ 29 : Tính |—————==. 
lim m2 


Đối biến số xe với 0<t<2 và 2 <t<n, Ta có : 
cos 
m-. t 
đc 3sin tdt nhệ~9= (| sin? - =3: 
coS” t ch] 
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Khi đó: a) Nếu x >3 thì cost >0, te| 3) tgt > 0, do đó 4x -9 =3tgt 


- ] 3sin tdt _. 
"cost 3 





lạt t`+£ GỀ (0 d2 về, 
3 3 X 


b) Nếu x < -3 thì eost<0, te +). tgt <0, do đó ýx” =9 =~3tgt và 
l= S fEook= ĐC : 
3 X 
1.5. Chú thích về các hàm số mà nguyên hàm của nó không biểu diễn 
được qua các hàm số sơ cấp 


Ta biết rằng mọi hàm số liên tục trên đoạn [a, b)} đều có nguyên hàm trên đó. 
Nhưng không phải mọi nguyên hàm đều biểu diễn được dưới dạng hữu hạn 
qua các hàm số sơ cấp. Chẳng hạn các tích phân: 


jE* &. — + = [NI~kP sin? xdx (k< Ú).... 
X nx 


không biểu diễn được dưới dạng hữu hạn qua các hàm số sơ cấp. 








§2. TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
2.1. Định nghĩa tích phân xác định 
2.1.1. Bài toán diện tích hình thang cong 


Cho hàm số f(x) liên tục, không âm trên đoạn 
[a. bị. Hãy tính diện tích hình thang cong 
aABb giới hạn bởi trục Ox, đường cong 





6.1). Hình 6.I 
Chia tuỳ ý đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia: 


A=Xạ<Xị) <X; < ..<X,<X¿¡<...<X, =b, 
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Từ các điểm chia ấy, dựng những đường thẳng vuông góc với trục Ox. Khi 
đó, hình thang cong aABb được chia thành n hình thang cong nhỏ. Diện tích 
hình thang cong nhỏ thứ ¡ có thể xem gần đúng bằng diện tích hình chữ nhật 
có kích thước là Ax, = x,„,— x; và f(E,), với š, là một điểm bất kì trên [X¿ Xu„]. 
Do đó, điện tích S của hình thang cong aABb gần đúng bằng : 

n-Ì 

Šn = f(Éu)Axo + f(É1)AK, +... +Ê(E, 1)AX,¡ =Ö F(,)Âx,. 

I=U 
Dễ thấy rằng nếu độ dài các đoạn nhỏ Ax, càng nhỏ thì sự khác nhau giữa S 
và S„ càng ít. Do đó, diện tích S của hình thang cong aABb được xem là giới 

ti 


I 
hạn của tổng S, khi max Ax,-—>0: §= lim 5_.†Œ)Ax,. 


max Ax, ~v0 “ 
Giới hạn đó có vai trò rất quan trọng trong toán học. Ta có định nghĩa sau: 
1.12. Định nghĩa tích phân xác định 
Cho hàm số f(x) xác định và bị chặn trên đọan [a, b]. Chia một cách tuỳ ý 
đoạn [a, b] bởi các điểm chia : 


AE Xo SXI <SX: € v.<X¡i<€ Xụi Sa. <Xcj< Xu =b, 


Trên mỗi đoạn nhỏ [ x;; x,.. , lấy một điểm bất kì Š, và lập tổng 
n¬i 
T, = f(É,)AXi +Í(É;)AX; +...+ Í(,S0)AX„s¡ = Ð;f(Œ,)Ax,. 
¡=0 
Nếu khi n —> œ© sao cho max Ax, — 0, lj dẫn tới một giới hạn xác định I 
không phụ thuộc vào cách chia đoạn [a, b] và cách chọn điểm Š, trong đoạn 
[xX: x.., ] thì giới hạn đó được gọi là ¿ích phân xác định của hàm số f(x) trên 


b 
đoạn [a, b],kí hiệu là Jf&)dx. Khi đó, ta nói rằng hàm số f(xX) khả tích trên 


[a, bị, [a, b] gọi là khoảng lấy tích phân, a là cận đưới, b là cận trên, x là 
biến số lấy tích phân, f(X) là hàm số đưới đấu tích phân, f()dx là biểu thức 
dưới đấu tích phân. 


Người ta chứng minh được rằng: Nếu hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a, b}, 
hàm số f(x) bị chặn và có một số hữu hạn điểm gián đoạn trên đoạn [a, b] 
thì nó khả tích trên [a, b]. 
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Trở lại bài toán diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi trục Ox, đường 
y = Í{x) và hai đường thẳng x = a và x = b, ta có : 


$= [feo. 


Chú thích: 1) Tích phân xác định chỉ phụ thuộc vào hàm số f(x) và các cận 
lấy tích phân mà không phụ thuộc vào biến số lấy tích phân. Do đó: 


b b 
[fœax = Jfq@ba : 


2) Khi đưa vào khái niệm tích phân xác định, ta đã giả thiết a < b. Bây giờ mở 
rộng khái niệm tích phân xác định cho trường hợp a > b, ta có định nghĩa sau: 


b a 
Ỉ f(x)dx=—[f@&x)dx (a>b) 
a b 
và [faSx =0. 
_ a 
Ví dụ 1: Tính [e*dx. 


Hàm số f(x) = e` liên tục trên [a, b] nên nó khả tích trên [a, b}. Ta có: 
b n~l 
(2 

giới hạn ở vế phải không phụ thuộc vào cách chia đoạn [a, b] và cách chọn 

các điểm É,. Vì vậy, ta sẽ chia đoạn [a, b] và chọn các điểm š; một cách đặc 

biệt để việc tính toán được đơn giản. Ta chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ 
bằng nhau bởi các điểm chia: 


Xọ= ä, Xi. =a+ AX,..,X;=a +IÁX,.... Xạ=a+nAx 


với Ax= p5 và chọn điểm Š; trùng với x, (¡= 0,1,2,..., n— 1). Khi đó, ta có : 





lj =€“9ÁX +e“!Ax+...+e "Ax =e®(1+e^“ +..+ eín-Đâk YAx..., 
Biểu thức trong dấu ngoặc là một cấp số nhân, số hạng đầu là 1, công bội là 





I—e"2* l# b-a 
Ax. Do đó : I =e°————.Ax=e° 'AX, VÌ nÃx =b-— a, 
n I-eS* I—e2* 
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b 
Đo đó : j='ax = lim e*(e?^—1) 
Axo0 e 


aâ 


Ax 
AX 1 % 





b 
Nhưng e^*—I[~ Ax khí Ax —> 0, ta được : Je'dx= e*(eP”° —I)=eP —e*, 

a 
Nhận xét: Việc tính tích phân xác định trực tiếp từ định nghĩa như trong ví 
dự I là khá phức tạp ngay cả khi hàm số dưới dấu tích phân là hàm số sơ cấp 
cơ bản e". Ở các phần tiếp theo sẽ đưa ra phương pháp tính tích phân xác 
định đơn giản hơn. 
2.2. Các tính chất của tích phân xác định 
Căn cứ vào định nghĩa của tích phân xác định, có thể chứng minh được các 
tính chất sau: 


Giả sử các tích phân xác định sau đây đều tồn tại. Khi đó : 


b b 
lỀ JRINE =k Ji (k là hằng số); 
2. LÍ, (X)+‡ @)] |dx = = jgo dx+ leo dx; 


3. Jf(x)dx= Jeoss tem 


Đ«Ặ5—_c SẠC ~ớ 


Đẳng thức này đúng ngay cả khi c không nằm giữa a và b. 


Giả sử các tích phân xác định sau đây đều tồn tại và a < b. Khi đó : 


b 
4, Nếu f(x) >0, WVx e [a, b] thì Jtœ«&x >0. 


b b 
5, Nếu f(x) > g(x), Vx e [a, b] thì Íf@04x = [g(x)dx. 
a â 
6. Nếu m < f(x) < M, Vx e [a, b],m, M là các hằng số thì : 


b 
m(b~a) < [f@odx <M(b-a). 
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Nếu f(x) liên tục và dương trên [a, b] thì bất đẳng thức trên có thể minh hoạ 
hình học như sau: diện tích hình thang cong aABb nằm giữa diện tích các 
hình chữ nhật aA,B,b và aA;B,b (hình 6.2). Dựa y 

vào tính chất này, ta có thể ước lượng giá trị của 
tích phân xác định mà không cần tính tích phân 
ấy. Điều này có ích khi việc tính tích phân ấy quá 
phức tạp hay khi nguyên hàm của hầm số dưới dấu 





tích phân không là hàm số sơ cấp. 
Hình 6.2 


Ví dụ 2: Ước lượng gi trị của tích phân : 1= ƒ l+ 2n xdx. 


Vì Ö < sinˆx < 1 trên đoạn o2] nên : 1< L‡ 2 sin” x < Š: 


9 
Do đó : ~< ƒ Là Ôi xứy < J2.Z 
2 `37Ý 2 22 


hay 1,57 <I< 1,92. 


7. Nếu f(x) liên tục trên [a; b] thì tồn tại một điểm 





b 
š trên đoạn đó sao cho : jfœx =fŒ).(b-a). 


Nếu f(x) > 0 trên [a, b] thì đẳng thức trên có thể minh hoạ hình học như sau: 
Diện tích hình thang cong aABb bằng diện tích hình chữ nhật aCDb (hình 6.3). 


Tính chất 7 còn được gọi là định lí về giá trị trung bình . 


b 
Giá trị của hầm số f(x) tại điểm É: f(&) = = Jfe&«)ax 
-a 


gọi là giá trị trung bình của hàm số f(x) trên đoạn [a, b] . 
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2.3. Liên hệ giữa tích phân xác định và nguyên hàm. Công thức 
Newton- Leibniz 

Cho đến nay, ta đã xét hai khái niệm nguyên hàm và tích phân xác định một 
cách độc lập. Thực ra hai khái niệm ấy có liên hệ với nhau. Trong mục này, 
ta sẽ thiết lập mối quan hệ ấy. 


2.3.1. Đạo hàm của tích phán theo cận trên 


Giả sử y = f(x) là một hàm số liên tục trên {a, bỊ. Xét tích phân [test với 
bì 


a< x<b. Nếu giữ cận dưới a cố định, để cận trên x biến thiên thì giá trị của 


tích phân phụ thuộc vào x. Đặt I(x) = [teet. 


Hàm số I{x) xác định trên [a, b]. Nó có tính chất sau: 


Định lí 6.2. Nếu f(x) là hàm số liên tục trén [a, bị thù 


, 


EF@Œ) -[jtes| x=f@), Vxela,b]. 


Chứng mình: 


Cho x một số gia Ax sao cho x + Ax e [a, b]. Theo tính chất 3 của tích phân 
X+ÄK X X+ÁxX 
xác định, ta có : l(x + Áx)= Ị f()dt= Jf(át+ Ị f()dt, 
x+Ax 
Do đó : Al(x) = I(x + Ax)— Í(x) = Ị f(dt. 


X 


"Theo tính chất 7 của tích phân xác định, ta có: Al(x) = f6) Ax, 
š là một điểm nằm giữa x và x + Ax. Do đó : 


' - AI „ f(É)Ax h 
U@)= —=lim———= : 
@®) bu NHẤT jm f@&) 


Khi Ax —> O0 thì x + Ax —> x, suy ra E-—>x. Vì hàm số f(x) liên tục tại x 
nên I{x)= lim f(§) = limf(É) =f(x). M 
Ax0 š—x 
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Nhận xét: Từ định lí trên suy ra rằng nếu f(x) liên tục trên [a; b] thì Wx c [a, b], 
hàm số I(x)= Ít@)at là một nguyên hàm của f(x). Vậy có thể khẳng định 
a 


rằng mọi hàm số liên tục trên [a, b] đều có nguyên hàm trên đoạn ấy. Đó 
chính là nội dung của định lí 6.1 đã phát biểu ở mục 1.1.1. 


2.3.2. Công thức Newton - Leibniz 
Định lí 6.3. Nếu F(x) là nguyên hàm của hàm số f{x) liên tục trên [a, b] thì : 
b 
Ít&«0dx =F(b)- F(a). (6.6) 
Chứng mình: Theo giả thiết F(x) là một nguyên hàm của hàm số f{x). Mặt 


khác, theo định lí 6.2, I(x) = Íteat cũng là một nguyên hàm của f(x). Do đó : 


â 


Íf(Đdt =FŒ)+C, Vx e [a, bỊ. 
a 
Để xác định C, chỉ cần cho x = a vào hai vẽ của đẳng thức trên, ta được: 


[tq›a =0=F@)+C. 


Suy ra C = -F (a). Vậy Ỉ f()dt = F(x)— F(a), Vx e [a, b]. 


b 
Cho x = b, ta được Íte)«t =F(b)- F(a). 
Công thức (6.6) gọi là công thức Newton - Leibniz. 
Người ta thường kí hiệu F(b)~ F(a) = F(xÌ”. Khi đó, công thức (6.6) được 
b 
viết là Íf(Đdt = F(œ)|}, 
â 
Công thức đó cho ta cách tính tích phân xác định rất thuận lợi. 


b 
b 
-Ví dụ 3 : a) ƒ#'dx = cx|, =e? ~e*, vì e* là một nguyên hàm của e*. 
a 
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€) |sinxdx =(—cosx)[j =—c0s1 +cos0= 2; 
ú 
'c đã I T 
đ) Ị z =arctgx|, = arctgl —arctg0 = ~. 
ol+Xx 4 





2.4. Các phương pháp tính tích phân xác định 


2.4.1. Phương pháp đổi biến số 
b 
Cho tích phân jfoðax, trong đó hàm số f(x) liên tục trên [a; b]. Thực hiện 


phép đổi biến số x = ọ(t). Nếu : 
a) @(œ)=a, @(B)=b; 
b) @() và @'{Ð) liên tục trên [œ; B] ; 
c) f[()] liên tục trên [œ; B], 


h B 
thì ta có công thức [f(x)dx = Íflo(]ø(at. (6.7) 


Thật vậy. nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì F{@()] là một nguyên 

hàm của f[@(©)] @'{) (xem chứng minh công thức (6.L)). Áp dụng công thức 
b 

Newton - Leibniz, ta có: [f@ax = F@œ)} =F()- F(a); 


B 
Íffet]gt(©át = F[o(Đ|) = F[e(®]~ F[o(œ] = F(b) — E(a). 


a 


Chú thích: Khi tính tích phân xác định bằng phương pháp đổi biến số thì 
không cần trở về biến số cũ như trong tích phân bất định. 


1 
Ví dụ 4: Tính [\1—x°dx. 
lÙ 
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ln ..- Ẫ v. TL TL b : „TỦ 
Đổi biến số X = sint với ¬ la có 0 = Sin0, TM ơi 


2 
Ỉ 2 2 
l~xˆ =Vcos ft =cost, 


Cả ba điều kiện 3), b), c) đều được thoả mãn. Vậy : 
T Lạ 


= = Lủ 
I 3 2 4 ; 
JýI-x?ax = [kos? nh. = 
9 0 2 ll) 2 2 


k_ 
ạ 4 


Ví dụ 5: Nếu Ẩ(x)liên tục trên [~a, a], tính [ftx)dx trong hai trường hợp 
f(x) là hàm số chấn và hàm số lẻ. 
â 0 a 
Ta có : Ỉ f(x)dx = J f(x)dx + [f@«)x : 
~a -â 0 
Đối với tích phân thứ nhất ở vế phải, ta đổi biến SỐ X =~t, đx = -đt. Khi x 
biến thiên từ ~a đến O thì t biến thiên từ a đến 0. Do đó: 
0 H) a ả 
[f&«)dx=-~ [f(-Đat= [bat = [Cx)ax. 
—a a 0 0 
a ú â Hì 
Vậy: [f(œ)dx= [fx)ax+ [f&)a = [[f(x)+f(œ)]ax. 
~a 9 0 0 


a 
' 2|f@&)dx nếuh ốf(x)chả 
Do đó: [f@0ax= Jteo x nếuhàmsốf(x)chẩn 


" 0 nếu hàm số f(x) lẻ, 
Chứ thích 2: Nếu hàm số dưới dấu tích phân f(x) có đạng: 
ẨX) = g[@(x)]. @'(x). 


b b 
thì để tính tích phân [f«ex = Ígleœ)]-p'œ)ax, 


ta đổi biến số (x) = t. Nếu @(x) biến thiên đơn điệu và có đạo hàm @'(x) 
liên tực trên [a, b] còn 8) liên tục trên lọ(a), @(Đ)], ta có công thức: 


b b @(b) 
[f@x= [gleœ)]-e'tx)ax = Ï sá)m. (6.8) 


@(a) 
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Ko 
?g 


kì 


Ví dụ 6: Tính: I= ị in <0 


6~5sinx +sin? x 
Đổi biến số sinx = t Hàm số sinx biến thiên đơn điệu và có đạo hàm cosx 


liên tục trên [oz|. theo công thức (6.8), ta có: 
1 


đị 1 1 
~46-St+P. Ki T=g sÍC: ¬". 


=Ì 4 





=ln—. 
-2J, 3 





=(Inkt~3l~Ink~2J, =In|` 





2.4.2. Phương pháp tính tích phân từng phần 

Giả sử u(x) và v(x) là những hàm số có đạo hàm liên tục trên [a, b).Từ công 
thức tính tích phân từng phần đối với tích phân bất định và công thức 
Newton - Leibniz. suy ra công thức: 


b b 
Jud =uvÌt— Ị vdu. (6.9) 


1 
Ví dự 7: Tính I= [aretgxdx : 


Mh 





Đặt u = arctgx, dx = dv. Ta có du = ĐK „ve=x,. Theo (6. 9), ta được: 
+xế 


Ví dự 8 : Tính in" xdx và ƒe" xdx,n là số nguyên dương. 


0 ạ 
Bằng phép đổi biến số x = sẽi „ bạn đọc có thể dễ dàng chứng minh được rằng: 


"n x 


2 
la xdx= ke" xdx. 
ũú 
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Bây giờ, ta tính được Ï, = 


S‹-— hs la 


sin” xdx bằng phương pháp tích phân từng phần. 


Đặt u = sin"ˆ'x, dv = sinxdx, ta có du = (n —l) sin""ˆx cosxdx, v= —cosx, do 





TT 
2 
đó:  I,=-cosxsin" +@ - 1) [sin"”? x¿oS” xdx = 
) 
= " _ 
2 : 2 5 
=(n- Nhã: x([—sin” x)dx = (n—l) Rịn" # xdx = P¡ sin” xdự 
0 0 
=(n-Dl„; (DI, 
Suy ra: l= . ý 
n 
Trong đẳng thức trên, thay n bởi n — 2, ta được: I„_; = = = Ty 
TS 


Tiếp tục làm như vậy, cuối cùng ta đi tới 
TẾ 


3 
Ĩg = Jsin? xdx = |) =~ nếu n chẩn hay 
H 2 


Ề : 
lị= P inxđx =~cosxIÿ =1 nếu n lẻ, 
0 


F (2m—1)(2m-—3)...3.1 


Như vậy, nếu n chắn, n = 2m, thì I„„ .~. (6.10 
K4 244621600200042420107, 2m@m-2).42 2 (610) 
Nếu n lẻ, n= 2m + 1, thì I,„., =— “mm -2)..4.2 (6.11) 


(2m+1)(2m -1)...5.3ˆ 
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§3. MỘT SỐ ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
3.1. Tính diện tích hình phẳng 

3.1.1. Diện tích hình phẳng trong hệ toạ độ đề-các vuông góc 

® Ta đã biết rằng nếu hàm số f(x) liên tục, không âm trên [a, b] thì diện tích 


S của hình thang cong giới hạn bởi đường cong y = f(x), trục Ox và các 


b 
đường thẳng x=a,x=blà: $= Jf&odx. 


b 
Nếu f(x) < Ö trên [a, bị thì:  S=- [f(x)dx. 
Do đó trong mọi trường hợp, ta có: 
b 
S= [|f(x)|dx. (6.12) 
Ví đụ 1: Tính điện tích hình phẳng giới hạn bởi 


đường y = x - 2x, trục Ox và hai đường x = 0, 
x = 3 (hình 6.4). 





Hình 6.4 


Vì x°— 2x <0 với 0 <x <2, x”— 2x >0 với 2 < x < 3, ta có: 


2 3 
S=_- K*°~2x)dx+ Í*? ~2x)dx 
9 3 


ì ? 3 
-š¬~Ì 4x] 
3 0, À5 


h S 
® Trường hợp hình phẳng giới hạn bởi hai đường 
cong liên tục y = f), y = f;(X) Hình 6.5 


3 





. 
Nối 





và hai đường thẳng x = a, x = b (hình 6.5) thì diện tích S bằng: 


b 
S= [|ñ(x)~f;(œ)|dx. (6. 13) 
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Ví ấu 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường parabol y = x? + I và 
đường thẳng x + y = 3 (hình 6.6). 


Trước hết, ta tìm hoành độ các giao điểm của. 
hai đường đó bằng cách giải hệ hai phương 


_2 
trình: Ngư: 
x+y=3 


ta được : xạ =~2, xg= 1. 


Áp dụng công thức (6.13), ta có: 





Ù 1 
S= [[G-x)~@œ?+l)]dx = [(2~x~x?)dx Hình 6.6 
>3 


-2 





« Nếu hình phẳng được giới hạn bởi đường cong x = 0(y), trong đó 0(y) là hàm 
số liên tục trên [c, đ], trục Oy và các đường thẳng y = c, y = d (hình 6.7). 


Diện tích S của nó được tính theo công thức : 





d 
S= [lø(y)ldy. (6.14) 
€ 
Nếu đường cong được cho bởi phương trình tham 
số: Hình 6.7 
y=ự@) 


với œ<t<B, @(œ) = a, @(§) = b, trong đó các hàm số œ(, (9, @'{) liên 
tục trên đoạn [œ, B] thì diện tích hình thang cong giới hạn bởi đường cong 
đó, trục Ox và các đường thẳng x = a, x = b được cho bởi công thức: 


B 
S= [Ïw@)ø(t)át. (6.15) 
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Ví đụ 3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi một cung xiclôit: 


x=a(t~sin t) y‡ 
y=a(l-cost) M se x =a(t- sint) 
A y=a(-cost) 





và trục Ox (hình 6.8). 
Áp dụng công thức (6. 15), ta có: 


\/() = a(Ï — cost), @ ”() = a(1 — cost), Hình 6.8 
2n 2m 

S= jkq —cost}a(l— cos £)|dt =a? ƒa —2cost+cos”t)dt 
0 0 


2m 
)dt =a? [[Š-2sost+aesala 
ọ 


2z 
=a [q-2cost+—*2 
h 


2. 
2 
=31na“. 


=a [t-2sntcjsazU 
2 4 ' 





3.1.2. Diện tích hình quạt cong trong hệ toa độ cực 
Giả sử cần tính diện tích S của hình quạt cong OAB 
giới hạn bởi đường cong cho bởi phương trình r = r(@) 
cho trong hệ toạ độ cực và hai tỉa ọ = œ, @ = , r(0) là 
hàm số liên tục trên [œ, B] (hình 6.9). 





Chia hình quạt cong OAB thành n hình quạt cong nhỏ © 
bởi các tia @ = @,,1= 0, 1, 2,..., n với: Hình 6.9 


Œ= @< 0¡<... < 0/< 0;,¡<.... < @, = Ö. 


Đặt Áo, = @,„, — @,. Diện tích hình quạt cong nhỏ thứ ¡ xấp xỉ bằng diện tích 
hình quạt tròn có góc ở tâm là Ao, và bán kính là r(@;), @, < g¡ < @,,¡, tức là 


n-1 
xấp xỉ bằng m (0)Ao,. Do đó: S+~ Ề `} r?(@/)Ao,. 
i=0 
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Độ xấp xỉ càng tốt nếu n càng lớn, các Ao, càng nhỏ, do đó theo định nghĩa 
8 
của tích phân xác định: S =s Í r(g)dp. —, (6.16) 


Yí đụ 4: Tính diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi đường lemniscat r? = a°cos2o. (hình 6. 10), 


Vì tính đối xứng của đường lemniscat, chỉ 





: ] xã h 
cần tính Pị diện tích phải tìm. Áp dụng 


Sự r2=a2cos2w 


ˆ Hình 6.10 


công thức (6. 16), ta có: 


+|ữ2 


: 
; Ía?cos2odo ‹ 
0 


TL 
4 
2 
=àa 


3 : 
Do đó: S= 2a” [cos2odo =2a? =a 
9 





b 
3.2. Tính độ dài cung đường cong phẳng 

© GIÁ sử cần tính độ đài s của cung đường cong AB có phương trình 
y ={x), a < x <b, trong đó hàm số f(x) có đạo hàm liên tục trên đoạn [a; b]. 
Chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm: 

4= Xo<Xi<X;¿<...<Xi<X¿¡<..<x¿=b (hình 6.11). 

Gọi M, là điểm có tọa độ (x, f(x;)). Đặt: Ax, < x„¡ — x,. Nếu Ax, khá nhỏ, độ 
đài cung MM,¿ xấp xỉ bằng độ dài của dây cung M,M, „¡› tỨc là xấp xỉ 


bằng 4/(Ax,) +(Ay,)`, 
trong đó Ay, = f(x;„,) — f(x,). Theo công thức Lagrange, ta có 


Ay, = fÚ¡,1) — ÍGx) = Ÿ() AXi, Xị S É¡X Xi vo. 


3 
Do đó: M,M,., = n2) Ax; =vJI+f2(,).Ax,, 
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Vậy: sx~ Sự +f2(,)AX, h 
i=0 


Độ xấp xỉ càng tốt nếu n càng lớn, các 
Ax; càng nhỏ. Do đó: 


b 
O | Äi+ Lộ 
s= |j|I+f2@&)dx. (6.17) Tự H14 Bọn 


Hình 6.11 
Ví đự 5: Tính độ dài cung đường cong y° = xỶ từ 
điểm O(0; 0) đến điểm A(4, 8) (hình 6. 12). 

3 
Ta có: y= +x?. Đường cong gồm hai nhánh đối xứng 
qua trục Ox. Phần cung ÓA phải tính ứng với nhánh 
nằm ở phía trên trục Ox và có phương trình 
3 h 

' 3 # 


=x?,V'==x 
y y 2 


Áp dụng công thức (6. L7), ta nhận được: 


8 
52 00NEĐU)) 





4 I 9 } 
=—.-_-|l+—x 
93 4 


® Trường hợp cung đường cong được cho bởi phương trình tham số: 
x=00), y= ự(), œ<t<B, 


trong đó @(), \w( có đạo hàm liên tục trên [œ, B], ta có: 


f{x) _v0), 1+f'?(x)dx = vọ?(t)+w2(t)ádt : 


ọ() 


16.THCC-T1-A 





x 
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Dođó: s= Í @?()+w2()dt D (6.18) 

Ví đụ 6 : Tính độ dài đường axtrôit x = acos, y = asint, 0 < t < 2z (hình 6. 13). 
Vì tính đối xứng của đường axtrôit, chỉ cần tính h độ dài của nó nằm trong 
góc phần tư thứ nhất, ứng với t e |9 H . Áp dụng công thức (6. 18), ta có: 


@'{) =—3acos”tsint, w'(t) = 3asin?tcost, 


= |9a?(cos”tsin? t+ sin' tcos ?t)dt = 


xị— 
" 
$g 0N 


kẽ kở 
2 2 

=3a aÍýc cos”t.sin? tả t=3a [sin teostdt 
0 


0 





1 


2 3a Hình 6.13 


+ 

2 
-*§ s2 =` | =2 cos2L) 
SN, 3:2 


Vậy s=Óa. 





0 


s Nếu cung đường cong được cho bởi phương trình trong hệ toạ độ cực 
r =1(@), œ < @ < B, r(@) có đạo hàm liên tục trong [œ, B] thì dùng công thức 


ý dấu s s- sẽ ,„ JX=r(@)cosọ 
tiên hệ giữa toạ độ đề-các vuông góc và toa độ cực, ta có: . 
y =1(@)sin @. 


Có thể xem đó là hai phương trình tham số của cung đường cong AB. Do đó 
theo công thức (6. 18), ta có: 


X'(@) = r(@)coso — r(@)sino; 
y0) =r(@)sine + r(@)cosọ; 
x”\@) + y”(@) = r2(@ ) + r(@) = rˆ(@) + r(@). 


242 16.THCC-T1-B 


B 
Vậy : s= [jr”(@)+r?(o)do. (6.19) 


ơ 


Ví đụ 7: Tính độ dài đường hình tím : r = a(1 + coso) với a > 0 (hình 6. 14). 


„. =a(1 + coso) 





Vì tính đối xứng của đường hình tím, nên chỉ cần tính 

l .. ..ẽ..ẽ 4 
3 độ dài của nó ứng với ọ biến thiên từ 0 đến mr. Ta có: 
T”(@) + f (0) = a”sinlo + a”(1 + cos@} = 
=af(sinfo + cos?@ + l + 2cos@) = 2a2(1 + coso). 


Ấp dụng công thức (6. 19), ta nhận được: Hình 6.14 





2 = j2(@= r?(¿) dọ = Na +coso)do 
ỗ ô 


® 
=Í\j4a' cos? 2 dọ= Dh nh Aasin | 
0 


3.3. Tính thể tích vật thể theo diện tích của các thiết diện song song 


Tr 
=4a. 





Vậy s = 8a. 


Cho một vật thể T giới hạn bởi một mặt cong kín mà ta đã biết diện tích S 
của mọi thiết diện của nó trên những mặt phẳng vuông góc, chẳng hạn với 
trục Ôx. Giả sử S = S(x), trong đó x là hoành độ của giao điểm của mặt 
phẳng với trục Ox (hình 6. 15) và S(x) liên tục trên [a, ĐẸ Ta cần tính thể tích 
V của vật thể T. 

Chia [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia : 


A =Xu<Xi<...<Xi<Xj¿¡<.. <X, =b. 
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Hình 6.15 


Qua mỗi điểm x, dựng mặt phẳng vuông góc với trục Ox. Các mặt phẳng ấy 
chia T thành n vật thể nhỏ. Nếu ÂxX; =Xị„¡ — xị khá nhỏ, có thể xem thể tích 
của vật thể nhỏ thứ ¡ xấp xỉ bằng thể tích hình trụ có chiều Cao Ax, và diện 


tích đáy S(x/), x, ŠXi<X¡„¡, tứỨc là xấp xỉ bằng S(x/)Ax,. Do đó : 


n-] 
VxÐ SGœ/)Ax,. 
1=0 


n-l 
Vậy V là giới hạn của tổng 5 S(/)Ax, khi n —> œ sao cho max Ax; => 0, 
i=0 


b 
tức là: V = j§@&)dx. (6. 20) 


Ví dụ 8: Tính thể tích hình câu tâm O, bán 
kính R (hình 6.16). 


Cát hình cẩu bởi một mặt phẳng, thẳng góc 
với trục Ox tại điểm x, ta được hình tròn tâm 
A bán kính AB, Trong tam giác vuông OAB, 
ta có: AB= OB?~ OA?= R2 x2, 


Do đó: Š(x) = xAB? = n(R?— x?). 





Áp dụng công thức (6. 20), ta nhận được: 


ì ỳ xÌ 4 
Ve [S(x)dx = [x? ~x”)dx -rÍRh_X)) =—nR), 
-R ¬R 3 —R 3 
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Ví dụ 9 : Tính thể tích phần hình trụ đứng, bị cất bởi 
mặt phẳng đi qua đường kính của đáy, biết rằng bán 
kính đáy là R và BC = h (hình 6. 17). 

Cắt vật thể bằng một mặt phẳng, thẳng góc với trục Ox 
tại điểm x, ta nhận được thiết diện là tam giác A'B'C', 
đồng dạng với tam giác OBC, thiết diện của vật thể với 
mặt phẳng thẳng góc với trục Ox tại gốc O. 


Diện tích S(x) của tam giác A'B'C' là : 





S(x)= : BC.AC. Hình 6.1? 
Trong tam giác vuông OA'C, ta có: 
AIC'=vOC?—OA'2 =VR?—x?,.. 
Do sự đồng dạng của hai tam giác OBC và A'B'C, ta có: 


` re BC= TC ÝR) —xẺ, 








BC OC ÓỌC 
Ih 3 .2Ÿ 
Vậy : 5(x)=—.—\NR“-— 
ây (x)=2.e LVR?=x?) 
R 3MÊ 
sàS"- =2 nR2, 
2R Ÿ 2R S0. 5 





3.4. Tính thể tích vật thể tròn xoay 


Giả sử cho hình thang cong aABb, giới hạn bởi đường cong y = f(x), trục Ox 
và hai đường thẳng x = a, x = b, quay xung quanh trục Ox ; f(x) là một hàm 
số liên tục trên đoạn [a, b]. Hãy tìm thể tích V của vật thể tròn xoay tạo nên 
bởi phép quay đó. Trong trường hợp này, thiết diện của vật thể với một mặt 
phẳng thẳng góc với trục Ox tại điểm x là một hình tròn, tâm tại điểm x, bán 
kính y = f(x) (hình 6. 18). Do đó : 


S(x) = xy? = n(x). 
Theo công thức (6. 20), ta có: 


245 


sf 

* 
v„ “. 
.e 






b b b 
V= [S(x)dx =m[y°dx=z[f(x)dx. @621) Ÿ 


Ví dự 10: Tính thể tích vật thể tròn xoay, tạo nên 

bởi phép quay xung quanh trục Ox hình giới hạn ° 
2P cà 

bởi đường elip: Ti. =1. (hình 6.19) 

a 


Hình 6.18 


"`... 
Ta có: y =-z(a“-Xˆ). 
a 
Vì tính đối xứng của hình giới hạn bởi đường elip đối với trục Oy, nên chỉ 
cần tính š thể tích vật thể tròn xoay, ứng với x biến thiên từ 0 đến a. Áp 
dụng công thức (6. 2l), ta nhận được: 


V Lì a rl 
¬—=xjy?& = xÍ xí? —x?)dx 
2 h ạẹ3 


Bi ;. x 
=_r| ax-— 
a 3 


Vậy: V= 2 ah, 








Hình 6.19 


Đặc biệt khi a = b, ta nhận được thể tích của hình cầu tâm O, bán kính a: 


V= ` xa). 
3 
Trong trường hợp cần tính thể tích V của vật thể 
tròn xoay, tạo nên bởi phép quay xung quanh 
trục Oy hình thang cong cCDd, giới hạn bởi 
đường cong x = o(y), trục Oy và hai đường 





thẳng y=c và _ y= d với giả thiết rằng @(y) là Hình 6.20 
hàm số liên tục trên đoạn [c, đ] (hình 6. 21), thì 
bằng cách đổi vai trò của x và y trong công thức (6. 2l), ta có: 
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ở 4 đ 
V= [§()dy = x[x?dy = mJ@ (y)dy. (6. 22) 
Ví dự 11: Tính thể tích vật thể tròn XOayY, tạo nên 
bởi phép quay xung quanh trục Oy hình giới hạn 
bởi đường y + x — 4 = 0 và trục Oy (hình 6, 21) 





-2 x=4-w2 


Từ phương trình : y? + x — 4 = 0, ta có : Hình 6.2Ị 
x=4- y. Vì tính đối xứng của hình phẳng đã cho đối với trục Ox, nên chỉ 
cần tính : thể tích vật thể tròn xoay, ứng với y biến thiên từ O đến 2. Áp 
dụng công thức (6. 22), ta có: 
2 2 ? 
Š = t|x°dy = x[(4- y)'dy= xÍd6 ~8y? + y!)dy 
ũ 0 ï 


9 


3.5. Tính diện tích mặt tròn Xoay 


Giả sử cho cung đường cong AB có phương trình y = f(x), a < x <b, quay 
quanh trục Ox, hàm số f(x) được giả thiết là > 0 và có đạo hàm liên tục trên 
{a, b]. Hãy tính diện tích S của mặt tròn xoay được tạo thành (hình 6. 22). 


Chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia: 


4=Xo<Xi<X;<..< Xi <X;jjj<...<X.=b, 


M, @œ¿ f,) với ¡ =0, 1,....n là những điểm trên cung AB, chúng chia cung 


AB thành n cung nhỏ. Nếu ÂX, = x¡., ~ x, khá nhỏ, có thể xem diện tích của 
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cW dÓN: 


mặt tròn xoay do cung MM¿¿ quay quanh 
trục Ox xấp xỉ bằng diện tích của mặt nón 
cụt do đây cung M,M,,, quay quanh trục Ôx 
sinh ra, tức là xấp xỉ bằng: 


zMM,..,{f(%,) + fŒ;. 0]. 


trong đó (xem mục 3.2): 





M.M¿¿=VI+F2(,)AX, x,<É <X.u. Hình 6.22 
n-] 
Do đó :S~ Ð`mj1+f2(,)[f(x,)+ f(x,.)|Ax,. 


i=0 


Người ta đã chứng minh được rằng khi n -> œ sao cho max Ax ~> 0 thì tổng 


b b 
trên đần tới: 2 [tœ xịI+f2(x)dx. Vậy: S=2m Ỉ f(x)»/L+f2(x)dx. 
Nếu f(x) có dấu bất kì và có đạo hàm liên tục trên {a, b] thì: 


b 
S= 2z [Jfœ)|šh +f'?(x)dx (6. 23) 


Nếu cung AB được cho bởi phương trình tham số 
x = (9, y = WŒ), œ <t< B, các hàm số @(., (Ð 
có đạo hầm liên tục trên [œ, Ð], thì : 





: Hình 6.23 
S=2z Ï|W(|\ø°()+w2()át. (6.24) 


- Nếu cung đường cong €P có phương trình x = @(y), c S y  d, quay quanh 
trục Ôy (hàm số (y) được giả thiết là có đạo hàm liên tục) thì điện tích của 


ả 
mặt tròn xoay (hình 6. 23) là : S= 2z |Ìoty)| 1+@”(y)dy. (6.25) 
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Ví dự 12: Tính diện tích mặt tròn xoay sinh bởi sự quay quanh trục Ox của 
cung y = xỶ với -§ <x = (hình 6. 24). 
Vì lí do đối xứng của đường tròn y = x" 


đối với tâm O, chỉ cần tính h diện tích 





mặt tròn xoay ứng với x biến thiên từ 0 đến Hình 6.24 


sa 
3Ó 


Áp dụng công thức (6. 23), ta được: S= 2.2m 


x'VI+9x“dx. 


S«e——2«IS 


Đổi biến số 1 + 9x! = t, ta được 36x'dx = dt, t = 1 khi x = 0, tê khi 
x=—.Dođó 
2 35 2s 
9 gỊ 3o 
dt. m..; x2 Š 2(125 26 
S=4n[Vt—== [tdt=^“ “| „ nẮ -IÌs 
J 369 Ị 93 | 27) 1729" 





Ví đụ 13 : Tính điện tích mặt tròn Xoay tạo nên bởi sự quay xung quanh trục Oy 
của cung đường tròn x? + (y - b)}? = R? giữa hai điểm y = y, và y = y; (y, < y;). 
Nếu cung đường tròn không cất trục Oy thì 


khi quay xung quanh trục Ôy, nó tạo nên 
một mặt gọi là đới cầu (hình 6. 25). 


y 








X2 + (y - b)? = R? 


Lấy đạo hàm theo y hai vế của phương 
trình đường tròn, ta có : 


2xX' + 2(y ~ b) =0, xx' = ~(y — b), Hình 6.25 


Thế vào công thức (6. 25), ta được: 


Lỗi %ỳ 
S=2n [xÝI+ x'°đy =21 | +x x'?dy = 
*ị ị 
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› 3 
=2rr JýR ~(y—b}” +(y— b)ˆ?dy =2nR ld =2nR(y;—y¡)= 2nRh, 
ki MỸ 


trong đó h = y; — y¡ là chiều cao của đới cầu. Khi h = 2R, ta được diện tích 
mặt câu S = 4rR7. 


§4. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 


Khi định nghĩa tích phân xác định, ta đã giả thiết rằng khoảng lấy tích phân 
là hữu hạn và hàm số dưới dấu tích phân là bị chặn. Trong mục này, ta sẽ mở 
rộng khái niệm tích phân cho trường hợp khoảng lấy tích phân là vô hạn và 
trường hợp hàm số dưới đấu tích phân không bị chặn. 


4.1. Trường hợp khoảng lấy tích phân vô hạn 


Giả sử hàm số f(x) xác định trong khoảng [a; +) và khả tích trong mọi 


b 
khoảng hữu hạn [a, bị] với b > a. Khi đó Jf&)dx có nghĩa Vb > a. Nếu tồn 
b 
tại giới hạn Jin ị (x)dx, thì giới hạn đó gọi là tích phân suy rộng của hàm 
—>+œ 
a 
số f(x) trong khoảng [a, +œ©) và được kí hiệu là: [fœ)dx : 
+ b 
Vậy Ỉ f(x)dx = lim jf&«)& : (6.26) 
a a 


a 
Tương tự, nếu hàm số f(x) xác định trong khoảng (—œ, a) và nếu Ƒ (x)dx có 
b 


nghĩa với mọi b < a, ta định nghĩa: 
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a 3 
[†(@œ)4x= Jim Íf(x)4x (6.27) 
—œ= Bờ: b 

miễn là giới hạn ở vế phải tồn tại. 


+œ a 
Khi đó, các tích phân suy rộng {f(Œdx Ít(x)4x gọi là hội tụ. Chúng 


được gọi là phân kì nếu chúng không hội tụ. 


Nếu hàm số f(x) xác định trên toàn IR và nếu cả hai tích phân suy rộng: 


ÍfC©)dx, Íf(X)dx đêu hội tụ, ta nói rằng: 
_œ a 
Ị hội tụ và : 


—œ 





Hình 6.26 


'Íf@)x= [f@oex+ [ro (6.28) 


Nếu f(x) >0, Vx > a thì tích phân suy rộng Ít (x)dx là số đo diện tích của hình 


phẳng giới hạn bởi đường y = f(x), trục Ox và đường thẳng x = a (hình 6. 26). 


Chú thích: Theo công thức Newton — Leibniz, nếu F(x) là một nguyên hàm 


b 
của f(x) thì: [fax =F(b)— F(a). 


Nếu [f&)4x hội tụ thì im F(b) là một số hữu hạn. Ta quy ước viết: 


im F(b) = F(+œ). 


Khi đó ta có: [f(x)dx = F(+s)~ F(a) = F(®)[Ƒ”. 
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- d + 
Ví dụ I : ị = y = Aarctgx|)” = arctg(+eo) — arctg0 = +. 
jl#X 2 








0 
Ỉ CÊT” arctgxiD.- = arctg0 — arctg(—œ) = H 





I+x? 
.... a.‹.. .... 

= + =~+—=n. 
ải đc le: 2- 2 


Ví dụ 2 : Xét sự hội tụ của Ỉ = (a >0). 
X 


a 








+œ +eo a 
xà dx Ì_ nếu œ>l 
Với œ#!: |——=——x =4@œ—I 

= œ 

X l-œ P 5, 

k +œ nếu œ<1. 

+ 

d +” 
Với œ = | Í—= a =+œ 





1 


Vậy:| ƒ = hội tụ khi œ > 1, phân kì khi œ < 1 (6.29) 
x 
a 








Nhiều khi không tính được giá trị chính xác của tích phân suy rộng, khi đó 
vấn đề quan trọng là xét xem nó hội tụ hay phân kì. Trong trường hợp đó, 
định lí sau đây rất có ích. 


Định lí 6.4. (định lí so sánh) Giả sử các hàm số f(x) và g(x) liên tục trong 
khoảng [a, +©) và 0 < f(x) < g(x), Vx >a, 


+œo +® 
1) Nếu [sgœ)dx hội tụ thì Í f(x)dx cũng hội tụ. 
â a 


++© +œ 
2) Nếu. [f(x) dx phân kì thì Í8(X) dx cũng phân kì. 
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Ta không chứng minh định lí này. Hình 6. 27 cho ta thấy ý nghĩa hình học 
của nó. Nếu đường y = f(x) nằm dưới đường y = g(©) thì diện tích S, của 
hình giới hạn bởi đường y = g(x), trục Ox và đường thẳng x = a hữu hạn, 

thì diện tích S, của hình giới hạn bởi đường 
y = ÍŒ%), trục Ox và đường x = a cũng hữu hạn. 
Còn nếu S, vô hạn thì S; cũng vô hạn. 

Ví dự 3: Khảo sát sự hội tụ của các tích phân 
suy rộng: 





~x Hình 6.27 








+ø đx + 

= h jJ= 
DI lngG 2) j B 
1 +œ 


Giải. 1) Vì T—— mà tề | ca hội tụ (do (6.29)) nên I hội tụ. 
xã D 





lt€>® ‹:Ÿ ... "úy : k 
>—,mà Í= phân kì (do 6. 29)) nên J phân kì. 
X 
1 





2) Vì 
X x 


+ 


Ví dụ 4: Khảo sát sự hội tụ của tích phân suy rộng [sa k 


Ta biết rằng không thể biểu diễn nguyên hàm của e* bằng những hàm số 


+œ 
sơ cấp, nên không tính chính xác được ƒ=” 4x . Nhưng vì e* <e> ,Vx> I, 
l 


+œ 


& - ~ +œ 
mà ƒ: dx=—e 


" nên [e“ax hội tụ. 
© 1 





Nếu hàm số f(x) đổi dấu trong khoảng lấy tích phân thì định lí sau có thể có 
ích. 


Định lí 6.5. Nếu [telax hội tự thì [t†œ)4x hội tụ. 
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và, 
nh, 


Ta thừa nhận định lí này. Trong trườn, hợp này, ta nói Í f(x)dx hội tụ tuyệt 
§ hợp này 


đối. 
Chú thích: Nếu l c3 đx phân kì thì chưa thể kết luận được gì. Vì cũng có khi 
â 


+œ +œ +œ 
Í f(x)dx hội tụ mà Ỉ |f(x)}|dx phân kì. Lúc đó, ta nói Ỉ f(x)dx là bán hội tự. 


Ví dụ 5: Xét sự hội tụ của [S5&. 
X 
I 


„. |SI X|_ l 
Ta có; —¬s:Vx>],mà J3 hội tự nên la hội tụ tuyệt đối. 
—X 


X 





4.2. Trường hợp hàm số dưới dấu tích phân không bị chặn 


Giả sử hàm số f{x) liên tục trong khoảng [a, b) nhưng lim f(x)=œ. Khi đó, 
x—>h" 
€ € 
|f«#x có nghĩa với mọi e < b. Nếu tồn tại giới hạn : lim [f«¿&x › 
cob~ 
â a 
thì ta định nghĩa tích phân suy rộng : 
b Là „C 
[fax = lim [feoax. 
ẫ cob" Đn 
Nếu f(x) liên tục trong khoảng (a, b] nhưng lim f(x) = œ, ta định nghĩa: 
Xa 
b b 
|f@&)dx = lim [f@ax, 
ẩ ca e 


miễn là giới hạn ở vế phải tồn tại. 


Nếu f{x) liên tục trên [a; c) L2 (c, b], nhưng lim f(x) = œ, ta định nghĩa: 
x*c 


2%4 


eo = jfeok + [Fe š 


Nếu f(x) > 0 Vx e [a, b) thì tích phân suy rộng 


b 
jf(«)dx bằng số đo diện tích của hình giới hạn 9 a b 


Hình 6.28 
bởi đường y = f(x), trục Ox, hai đường x = a và x = b (hình ó. 28). 


Ví dụ 6: 











= lim VỀ” arcsinc) = —. 
c->-l+0 2 


= lim kê = lim aresinx|” 
lẻ H1— c—>-l+0 J1— c-I+0 








1 
X : 
ị = lim = = lim ,,Arcsin X) = 
' c¬lI-0 c—-0 g - c—l-0 


li T _. “+2 EU 


b 
Ví dụ 7: Xét sự hội tụ của [ : 
(b- 








= trong đó a < b, œ> 0. 
x) 
Hàm số dưới dấu tích phân trở nên vô cùng tại x = b. 


b € —ữ+] 
Với œ # 1, ta có: ĐC nên | = lim _@-x) —| 
: (b-x)“ cob ` (b~x)”“ c¬t —g+l 











| 


c¬b” 


= lim —— [(b~ c)F# ~(b-a)}"# Ì. 
œ- 


: - s. 0 nếu œ<l 
Nhưng khi c ->b ,(b— c)'”” — š : 
+ nếu œ>Í 


(b-a)'*e 
l-œ 
+œ nếu œ > Ì. 


Vậy: nếu œ<] 





(œ—x) 


F : 1t 
lim arcsinc = 5 s 





255 


và. 
HS 
kh 














€ 
Với œ = 1, ta có: hệ: lim j sa lim -[In(b ~c)~ In(b—a)]= + 
cb “b—X cằob 
b dx ` 
Tóm lại: Í hội tụ nếu ơ < 1, phân kì nếu œ > I. (6. 30) 
;z@œ-x) 








Đối với tích phân suy rộng của hàm số không bị chặn trong khoảng hữu hạn, 
ta cũng có định lí so sánh tương tự như định lí 6.4. 


Định lí 6. 6. Giả sử các hàm số f(x), g(x) liên tục trên [a, b), dần tới vô cùng 
khi x dần tới b và thoả mãn điều kiện : Ö < f(x) S g(x), Vx e [a, b). 


b b 
I)Nếu [s(x)dx hội tụ thì Íf(G)dx cũng hội tụ. 
4 a 


b b 
2) Nếu [f(x)dx phân kì thì Ís(x)dx cũng phân kì. 


Ví dụ 8: Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng: 


























_ 2 
COS“X dx 
1 đx, 2 ` 
'l Si 
L) Hàm số dưới dấu tích phân dân tới œ khi x —> I. 
Vì Vx  [0, 1], COS^K Q mà L® — hội tụ (do 6.30) nên 
: #1—x “ực I—¬x. gW1- lạ h 
hội tụ. 
2) Hàm số dưới dấu tích phân dần tới œ khi x —> 0”. 
T Đủ 
2 : 2 
Vì wxe|o2 | 2E 2 tà ƒ° phân kì nên ị 4“ nhânkì 
2] xsinx 0X xsmx 
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_ 
“đy 


+ 
%, 


đdx 
1 


0 x2+„? 
Trong ví dụ này, khoảng lấy tích phân vô hạn và hàm số dưới dấu tích phân 
trở nên vô cùng x = 0. Ta viết: 


ba J -dx mi = 
k 0x2 + 





Ví đụ 9: Xét sự hội tụ của tích phân suy rộng Ỉ 


v dx 
tƒ TT —=l*+b. 
x) '!x?+x 








I 





1 
Vii%.€(0/11/đ 822 = z°^.wã l hội tụ (do (6. 30)), 


nên Ï, hội tụ. 


: án mà l5 hội tụ (do (6. 29)), 
XU 





Với x e [1, +œ%), ta có: 





I 
_ X 
x?+x? 
: ¬¬- J4 dx 
nên I; hội tụ. Vì Ij và I,hội tụ nên I= Í ñ hội tụ. 
L2 +2, 
CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Định nghĩa và tích chất của tích phân bất định. 


2. Phát biểu công thức đối biến số và công thức tích phân từng phần trong 
tính toán tích phân bất định. Phạm vi ứng dụng của mỗi công thức. 


3. Hai kết quả sau có mâu thuẫn với nhau không? 


a) |sin2xdx =5 sin2xd(2x) = —5eos2x +Q. 


b) Jin 2xdx =2 |sin xcos xdx = 2 [in xd(sin x)= sin? x+ C;. 


4. Định nghĩa phân thức hữu tỉ, phân thức thực sự, phân thức đơn giản. Có 
mấy dạng phân thức đơn giản ? 


17.THCC-T1-A 257 


Š. Nêu phương pháp xác định các hằng số A, B, C, D trong phân tích phân ` 
thức hữu tỉ thực sự sau đây thành tổng các phân thức đơn giản : 
x? A B_ C(tD 
= + + : 
l6—-x” 2-x 2+x  x?+4 


6. Khi nào thì tính được tích phân bất định của các hàm số lượng giác và vô tỉ. 





7. Định nghĩa và tính chất của tích phân bất định. 

8. Phát biểu quan hệ giữa tích phân bất định và tích phân xác định. 
9. Phát biểu công thức đạo hàm của tích phân xác định theo cận trên. 
10. Công thức Newton -Lerbniz. 


11. Phương pháp đổi biến số và phương pháp tích phân từng phần trong tính 
tích phân xác định. 


12. Công thức tính diện tích hình phẳng trong hệ toa độ, 
13. Các công thức tính chiều dài cung đường cong. 


14. Công thức tính thể tích vật thể theo diện tích của các thiết diện song 
song và vật thể tròn xoay. 


15. Công thức tính diện tích mặt tròn xoay. 


16. Định nghĩa tích phân suy Tộng trong trường hợp khoảng lấy tích phân vô 
hạn. Định lí so sánh. 


17. Định nghĩa tích phân suy rộng trong trường hợp hàm số dưới dấu tích 
phân không bị chặn. Định lí so sánh. 


18. Các mệnh đẻ sau đúng hay sai? 


2 
B 
3) Phân thức *CC “ ” có thể phận tích dưới dạng -^ + A_ Bà các 
xi-09 x-3 x+3 
hằng số. 


2 
b) Phân thức ——”  — có thể phân tích dưới dạng Tên sec ao vủ 
x(x“—9) X x-3 x+3 


là các hằng số. 
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©) Phân thức 





2 
-9 
—;—^— có thể phân tích dưới dạng .^ + , A, B là các 
9 


xŒ&? +9) x x'+9 
hằng số. 
d) Nếu f(x) và g(x) khả tích trên [a, b] thì: 

Jteo: g(x)]dx = Ï f(x)dx+ ị g(x)dx. 
e) Nếu f(x) và g(x) thô tích trên [a, bị thì: 
[Feosooh = [o sảx. [o)dx : 
f) Nếu f(x) và g(x) liên tục trên [a, b], f0) > tuổi Vx c[a, b] thì: 
[eo > [so 


g) Nếu f(x) và g(x) khả vi trên [a, b], f(x) > g(x) với a < x < b thì : 
Ÿ(%)> g'(x) với a<x<b 


h)Vì một nguyên hàm của = là In|x — 1| nên : 
xế 
3 
[-“=mkx-tÌ =In2~InI=In2. 
¿x1 


1 
ï) Để tính lÑ —x?dx , có thể đổi biến số x = sint, với 0 <t< m. 
D 


2x 
J) Nếu f(x) liên tục trên IR thì hàm số F(x)= [tát một hàm số khả vi 


trên ïR. 


k) Nguyên hàm của mọi phân thức hữu tỉ đều có thể biểu điễn được bằng các 
hàm số sơ cấp. 


2 dx 
) |—= hộituụ. 
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BÀI TẬP 
Dùng các tính chất của tích phân bất định, tính những tích phân sau: 
2 _x 2 
1. lê Hổ gự 2. = đx; 3. =. 
“ l+x/ 
2x2 2 2_ 
4. le : 8, f5 
x(+x') #2 


s PP = ~V2-x? NI mẽ llU NÊI 
v4sxt 1c TA) 
8. jB” 4> +25); 9, [Sn3-e=š 3] đx; 
l—5cos2x 2 
10.  PG: 11. [(Gtgx~2cotgx) dx, 


Dùng phương pháp đổi biến số, tính những tích phân sau: 


12. —= 13 Sẻ xi g „li 








h R 14. ~dx; 
x'+x?) x° ech+e” 
dx sin xdx x”dx 
15. |————; 1ó, |_————; 17. š 
li n li VXx'+1 
sin2xdx 8TCSỈn X 
18. | ——--, 19. ————-dk; 20. 
Ị l+sin” x J Lo 3 la 
21. — 22. je““dx; 23. Ím=>- 
na x“+2x? +27 
7—§x 3x—2 
24. 25. |———————dx; 26. |——————dx; 
nã Tư Ị X?—3x+l .a 
27, đx : (3x—-5)dx 


————, 28. : 
= ; li 


Dùng phương pháp tích phân từng phần, tính các tích phân sau: 
29. l +7x-5)cos2xdx; 30. [x?e3*dx; 31. |arccosxdx; 
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"tgxd : 
32. F= 33, làn ÊU 34, [costnx)dx; 


cos? XÃ 





. 
35. [_Š đ ; 36, [n«x+ÝI+x? )dx; 37, Ía?-x?dx và Ị x?+a?dx. 


vI+x? 


Sau đó, dùng kết quả nhận được, tính các tích phân sau: 


a) Í[xarcsinxdx; b) [Nx?+2x+6dx; c) ÍN3+4x—x? dx. 


x?dx 
vI—x?. 


Dùng phối hợp các phương pháp tính tích phân, tính những tích phân sau: 





38. ƒ 





39. [xe &: 40. ÍE“dx: 
arcsin xóx, arc tgxdx 
41, 42. |————-. 
TP _ Tag x5 
Tính tích phân các hàm số hữu tỉ sau: 
x7] 2x-5 x”+x?—5 
4 dx 44 dx; 45 đx; 
l; +x-6 la 3x!+4 Ị xÌ~8 
6 ƒ: : [ dx : 
“ 'x&x2+Ð? Ô x'(œ?+ 
4 2 
_ 2 
48. ¬— 49, [_—==—: 
x(X —5)(x°-5x+]) x°+3x“+4 
Tính tích phân các hàm số lượng giác sau: 
d 
3à ong sử) 
sin x(2 +cosx —2sin x) 2+3cosx 
S2, IỆ HS : 83, = “xe, %4, E9, 
Sinx —cos“ X cosf x 1+sin` x 
đ› 
S8, lo sin2xdx _ 56, [Phả s. [ _ = 
cos“x+sin” x ` l-tgx 4—3cos“ x+5sin 


X 
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38, =—. 59. lsin'xcos' xdx H 
sin” x~5sinx CoSX ` 


60. l———— ; 61. 


62. Íeosxcos? 3xdx. 
sin? xcos" x ˆ sin” xcosŠ x ` 





Tính tích phân các hàm số vô ` sau: 


vxdx l+x 1 jl+x 
63. |——; 4. dx; 65. |—,|——dx; 
linh „¬.. 
đã Ba 
tỷ 6 
X 


đdx 


ly eg, 
; 67, | ——d 
(x+1U VJx?+2x+2 Ị X 


66. 





b 
69. Dùng định nghĩa tích phân xác định, tính: l4 Ề 
0 


70. Chỉ rõ (không cần tính) tích phân nào lớn hơn: 
I Ũ 
a) |výe?“+ldx hay j[#tdx, 
0 0 
h ] 
b) Í* sin” xdx hay h sin” xảx. 
9 0 
l 


` dx : 2 1 
71. Chứng minh rằng: [_—ˆ— nằm giữa —~0,67 và ——x~0,7. 
BE 3 v2 


Tính giá trị đúng của tích phân đã cho. 


: 2 
72. Ước lượng giá trị của tích phân: ¡ = lD "*dx. 
0 
4 
73. Chứng minh rằng: hh +x”dx>7,5. 
1 


74. Tính cường độ trung bình l¡ của dòng điện I = Iạsinot trên đoạn lo 2| Ẹ 
@œ 


trong đó œ = = › lụ là giá trị lớn nhất của cường độ dòng điện. 
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xo # 
sy 


75. Tính đạo hàm của các hàm số sau: 


X 0 h 
8) F(x)= [Intdt,@& >0); b) FŒ&)= Í 1+ “dt; 
I 


lnz 


1 
c) F@&)= í —<dz; đd) F(@&)= Ỉ Inxdx. 


x? 


n: 
76. Tính đạo hàm của hàm số sau: y = Ỉ 1+tdt tại x = 0 và x= 2: 


x 


Dùng công thức Newton - Leibniz, tính những tích phân xác định sau: 








t1+ Vy + y1 
77. |———dy: 78. đ 
Ị ghi lận ú 
ï dx ‡ dx 
7 š : 
: lạng lu Tên 
2 


Dùng phương pháp đổi biến số, tính những tích phân xác định sau: 














LÔ v2 In2 
§1. Í LÁSj : 82. == 9. Jwe —1đx; 
Ø0 yv'+4 Bia 
h h 5 
2 3 2 3 
84. Í[:—=— chế P §5. Ỉ = : 86. | cosx—eosỶ xdX; 
gX“T3x+2 ã2+cosx rễ 
2 
1 
2 2 v5 4. v3 2 
X.+7x +xỶ-5x Ta 
87. cosxÌn — dx; 88. ,; 89, : 
ị Ị XÌ+x lc: 
se 


_ 
a°-x?dx (a>0); 9. [ 
h 





90. — 91, ‡* 


-g 
= x? 
3(x—2)3 +3 ' 


dx; 


dx; 





93, Í 
1 


94, 


Tx?T1 : dx 
X 


Mon l 
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W* 
9t 


95. Chứng minh rằng: Nếu f(x) là hàm số tuần hoàn chu kì T thì : 


a+T a+T T 
[ f(x)dx không phụ thuộc a, nghĩa là: Í fœ)dx= Jfœ)dx. 
a a ũ 


100m 


Áp dụng: Tính Ỉ vI-cos2xdx. 
0 


Dùng phương pháp tích phân từng phần, tính những tích phân xác định sau: 





e 1 T1 
96. ÍInxisx; 97, Íxe "4x: 98. * sin xdx; 
b 0 0 
e 
3 2 h “*xsỉn x 
99, j°* COS XdX; 100. Íxarctgxdx: 101. Ỉ : dx. 
0 ¬1 j COS X 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong sau: 
192. y°= 9x và y = 3x. 
193. y =x”, y = 8 và trục Oy. 


104. y = x”, y = 2 — x và trục Ox. 


105. y` = 2x +4, y = -2 và y =5 (phần diện tích nằm ở phía trên 
đường y = —2). 

106. y = 6x — 3xỶ, x = 3 và trục Ox. 

lÔ?. x = acos2t, y = asintt. 

106. x = acost, y = bsint. 

109, r = acos2ọ. 


110. r = a(l+coso). 


111. Tính độ dài cung đường cong: 
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a) y =Inx từ x=x3 đến x=x§; 


2 h 
b)y= s —] giới hạn bởi trục Ôx. 


112. Tính chu vi hình phẳng giới hạn bởi các đường cong: 
v x và y= 2_—x? : 


„ _ _, |JX=a(t-smt) 
113. Tính độ dài một cung xyclôit: với 0<t<2n. 
y=a(l—cosf) 


114. Tính độ dài đường tròn trong hai trường hợp: 
a) x = Rcost, y = Rsint; 
b) r = R (phương trình đường tròn tâm O, bán kính R trong hệ toạ độ cực). 


115. Tính thể tích phần hình trụ đứng, bị cắt bởi mặt phẳng đi qua đường 
kính 2R của đáy và tạo với mặt phẳng đáy góc ơ. 


116. Tính thể tích vật thể tròn xoay, tạo nên bởi phép quay xung quanh trục 
Ox hình giới hạn bởi các đường cong: 


a) y`= 4x và x=4; 
b) 2y = xỶ và 2x + 2y — 3= 0. 


117. Tính thể tích vật thể tròn xoay, tạo nên bởi phép quay xung quanh trục 
: x2 yỀ 

Oy hình giới hạn bởi đường e lip: —y + F3 =1, 

' a 

118. Tính diện tích mặt tròn xoay, tạo nên bởi phép quay: 

a) Xung quanh trục Ox cung parabol y'= 2px với 0 < x <a. 


b) Xung quanh trục Oy đường elip: 4x” + y° = 4; 
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=a(t—sint 
c) Xung quanh trục Õx một cung xyclôit: kùng 2P n0 với <t< 2m. 
y=a(l-cost) 


11. Khảo sát sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau và tính nếu chúng hội 
tụ: 


+œ© + +®Ầo : 1 

a) j:”4 ; b} [xe ;©) [xeos xdx; đ) ịm xdx. 
0 0 0 0 

120. Khảo sát sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 


äŸ Ï cos(x?)dx b) = =- 
0 


1+x? ñ "= ýẺ 2 ?x+2). 


ĐÁP SỐ 
1. 4Inbl~-5-—1+C h 2. x~2Inbl—k+C; 
x X % 
1 
3. x — arctgx + C 4. arctgx=—+C; 
X 


5, 1a ẤN = 2x Ấx c6 +C; 6. aosin-V ~lnh +\š?+2|+C; 





5) -2. l8) 
m = 2t (32220 
„lễ 2x+ 8 +C; 8. ` à cng 
mỄ n2 In3Ÿe°) In3'2.5') 
9 § 
9.x+cosx + C 10. Ốtgx + 4cotgx + C; 
11. 9tgx ~ 25x ~ 4cotgx + C De ` bay 2b 
„ 0tgx— — 3 - =—c†—y—— —+C; 
: ` 5x) 3xÌ x X 
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d 
-(a? +2 x ⁄ 


13. ma +C; 14. In(e" + e ") + C; 15. - In +e ")+C; 
3a“x 
16. ~5Inll+3eosxl+C; 11. 2W #I+C: 18. 2/1+sin”x+C; 


19. 5 Varesinx) +C; 20. 4 l+ýx+C; 21. 2arcsinxx +C; 




















22.e°°+C; 23. 2 anegGxŸ +])+€; 24. 2andg^T^+ 
25. In|-Š——|—~2Inlx? +€ 
x-0,5 
26. 3lnk+Ä+-T +; 21. Ink—2+xJx2~4x~3|+C; 
x+ 
28. -V9+6x—3x? =C xi — °É: 
3 2 

29. (x?+7x~ s== T1) = -_“^+c; 

» : 
30. = ?—~6x+2)+C; 31. xarccosx—\l—x? +C; 
32.In hộ . 33. xtgx + In|cosx| + C; 


vi+x? X 
34. 2 (eosinx +sinlnx)+C; 35. 3V4+xÐŸ ~Vl+x?+C; 


36. xin(x+I+x2)~ XI+x?+C; 31. 5 aeinŠ về Về x +, 
2X ta + tha In +vx? ta?|+C; 

a) z0» ~l)arcsinx+x1—x? |+C; 

b) — XÃ +2 +6 + Inlx +1+ Và +2x +6]+ 





+€; 
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s2 
xà 





























_-2 = 
e) “—^V3+4x—xˆ + atGifi-2 ECS 

J3 2 ⁄1 

x 1 Xử 
38. ——VI—x? +—arcsinx+C; 39. -“——(x'+2x?+2)+C; 

2 2 2 
40. 2e“ Ýx—=D+C; VỊ, K1 x51) £t) 

1x? 2 
42. In hị cŠ 2tlsx<Giolgx)? vết 
ÝJl+x? X 2 

43. 1Ink~21+2Ink+3+C;. 7 4—]Ì +2 — le: 

5 5 34x-2) 9 ix+l 
4. X*Ở in=212 iny2a2x44-22 xay “re: 

12 24 4 3 
" 2 

4ó. ST, Na áo Ni k€: 

2(x? +1) | - 2 

3 

A1. tan Vi SG ke: 

3 X xỶ x+rÌ 

1 1 x?-2 
48. _(In|xŠ - 5xÌ~In|xŠ -5x + l}+C; 49. -—arctg^— -“+C; 

3 Nhi b xi? 

I X X 5 X 
$0. —Initg—— In|tg— — lÌ+—In|tg— —-3~+€C; 

3 Hà 53. 1⁄4.| 7 3 
sI. XŠnm s2. -CIn 2sinx+I- V5, 

5 45 |2sinx+l+A5 








b l 


3. n 
3cos°x CoSX 








+C; 54. 2aeg(g°x +1)+C hoặc -aretgsinŸ x+C; 


268 


ŠŠ. arctg(tg”x)+C; %6. —ln |sinx ~ cos x |+C ; 
57. *}arctg(3tgx)+ C; 5. đụ lgx—5 +; 
3 5 tgx 








' 
59. ——(3x~—sin4x VU XYyê 60. 2tgx tô gẫx =—... 
128 8 3 tgx 


61. — 





S2) J] =4 
+3ïn | tgx |+ —tgˆx +—tg x +C; 
2tg”x Kói Xà Ẹ 4 5 

II II ]. 2 
62. 5SmX +~—sin5x+——sin7x +C; 
2 20 28 


63. si +2” raIn|ÑŸ ~1+C; 


64. 6ÿ(1+x)? la +x}? ¬s(1+x)+2Vi+x tạ] 


3 P2 
_= () +C; NI ng si 
3 X x+I : 
3 
2_ n2 ÍA_ v25 
67. = dế, 68. cả ne 
3x 20x 
b 
69. EN 79. a) Tích phân thứ nhất; ! b) Tích phân thứ hai; 
71. 20/in2 h 72, sec <1<2e? h 74. St? 
3 $ƒe TL 


75.a)lnx; b) -VI+xf ¡ €)X; đ)—4xinx; 





76. — ] và s: T1. SỂ 78. v 79. THệ 
4 4 3 3 
80. 2; 81. 11V, 82. ^; 83. 1(4—n); 
3` “2 2 2 
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13 T l 4 
84. —+8ln3—15In 2; §5. —->; &6. —; 87.0; 
§ 33 3 
l6 9m na" 
§§. —; 89.2(1 +In2 90.8+-——; 91. h 
: 2/3 16 








95. 200/2 %6, 2|1~e); 97 : 98. zẺ ~ Ốn; 
e e 
99.2 —ˆ, 100.2-1, lộ, *T1. qọy Ì, 103. 12; 
5 3 4 2 2 
5 LỆ. 
104. ˆ; 105. 24; 106. 4; 1Ơ7. -—na”; 108. mab; 
2 
109, “®_. 1ÍỦ; S^ xa”; 
2 5 
L11.a) + nộ: b) ⁄6+In(V2 +3); 
112. (1, mg) : 113. 8a; 114. 2nR; 
27 4 
115. 2m: 116.a)32n, b) m 117. 21a b; 


3 
118. a Na. 2SÍP| dx~p —p HÌ b) 2z[I+. )} c) — ma), 


119, a) 1; bỳ 1; ©) phân kì; đ) —1; 
120. a) hội tụ; Ðb) hội tụ; €) hội tụ. 
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IR h TRE 
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